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Résumé
Le adre général dans lequel se plae ette thèse est l'étude des propriétés de la matière
produite lors de ollisions nuléaires à haute énergie, où l'on s'attend à réer artiiellement
les onditions requises pour la formation d'un plasma de quarks et de gluons. En partiulier,
nous étudions ertains aspets reliés à l'évolution intrinsèquement hors d'équilibre de e
type de système.
La première partie est onsarée à l'étude de la formation possible de ondensats hiraux
désorientés (DCC) lors du passage rapide de la transition de phase hirale. Nous alulons
d'abord la toute première estimation de la probabilité de formation d'un hamp de pion
lassique potentiellement observable, lors de l'expansion sphérique rapide d'une bulle de
matière hirale haude. Ce alul néessite la onstrution d'une méthode d'éhantillonnage
des onditions initiales pour le hamp hiral. Ensuite, en pratiquant une analyse détaillée
de la struture d'isospin du hamp lassique, nous montrons que le modèle le plus simple
utilisé jusqu'à présent ne permet pas d'expliquer le aratère olletif de la onguration
DCC, e qui ontredit une idée très largement admise.
Dans la seonde partie, nous étudions la thermalisation des gluons produits dans les tout
premiers instants de la ollision. Nous modélisons l'eet des ollisions élastiques par une
approximation de temps de relaxation auto-ohérente, et omparons diérentes onditions
initiales proposées dans la littérature. Nous arguons que les ritères utilisés dans les travaux
antéédents pour aratériser l'équilibration ne sont pas satisfaisant et proposons plutt
de mesurer le degré d'anisotropie de diérentes observables. Nos onlusions ontredisent
elles obtenues préédemment, nous montrons en partiulier que les ollisions élastiques
sont insusantes pour thermaliser le système aux énergies de RHIC.
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Abstrat
The general framework of the present thesis is the study of the properties of the matter
produed in high energy heavy ion ollisions, where one expets to reah the onditions
under whih nulear matter turns into a quark-gluon plasma. In partiular, we study some
aspets related to the intrinsi non-equilibrium evolution of suh systems.
The rst part is dediated to the study of disoriented hiral ondensate (DCC) forma-
tion during the out of equilibrium hiral phase transition. We ompute the rst estimation
of the probability of forming a lassial pion eld after the rapid expansion of a spherial
droplet of hiral matter. This requires the onstrution of a method for sampling the initial
ongurations of the hiral eld. Then, by performing a detailed analysis of the isospin
struture of the lassial eld, we show that the simplest model, used up to now, annot
explain the olletive nature of the DCC. This ontradits a widely admitted idea.
In the seond part, we study the thermalization of initially produed gluons. We on-
sider only elasti satterings and use a self-onsistent relaxation time approximation. We
ompare dierent initial onditions proposed in the literature. We argue that the riteria
used in previous works to haraterize equilibration are not reliable and propose instead
to test the isotropy of various observables. Our onlusions are in ontradition with those
previously obtained, we show in partiular that at RHIC energies, elasti ollisions are not
eetive enough for the system to thermalize.
v
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Introdution générale
La matière nuléaire, telle que nous la onnaissons à l'éhelle sub-nuléaire, est remar-
quablement bien dérite par la hromodynamique quantique (QCD), la théorie moderne
des interations fortes. Le bien-fondé de la desription du monde hadronique en termes de
quarks et de gluons, les degrés de liberté fondamentaux du lagrangien de QCD, s'appuie
sur des bases expérimentales et des fondements théoriques solides. Une des propriétés les
plus importantes des interations fortes est la liberté asymptotique : l'intensité eetive de
l'interation entre les quarks et les gluons déroît ave l'éhelle de distane à laquelle on la
mesure. Cei a entre autres pour onséquene le fait qu'à très haute température et/ou très
haute densité, les quarks et les gluons forment un plasma de matière déonnée faiblement
ouplée. L'étude des propriétés de la matière nuléaire dans es onditions extrêmes, est
un sujet de reherhe qui progresse très rapidement. Le diagramme de phase des intera-
tions fortes ommene à être bien onnu théoriquement, en partiulier dans la région de
potentiel himique baryonique nulle. L'existene de nouvelles phases de la matière est une
prédition tout à fait remarquable de QCD.
Il existe ertains systèmes physiques où es onditions extrêmes sont naturellement
réalisées, omme par exemple dans le ÷ur des étoiles à neutrons, ou enore durant les
premiers instant de l'univers primordial. De plus, on s'attend à pouvoir réer momentané-
ment es onditions en laboratoire lors de ollisions entre noyaux lourds à très haute
énergie. De nombreuses expérienes ont eu lieu à l'Alternating Gradient Synhroton (AGS,
BNL) et au Super Proton Synhrotron (SPS, CERN) durant es dix dernières années,
d'autres se déroulent atuellement au Relativisti Heavy Ion Collider (RHIC, BNL), et un
programme est prévu à partir de 2005 au Large Hadron Collider (LHC, CERN), ave des
énergies de plus en plus élevées
1
. De nombreuses signatures de la matière déonnée ont
été proposées et sont ativement étudiées tant expérimentalement que théoriquement (voir
par exemple [1℄). La dynamique d'une ollision d'ions lourds est ependant extrêmement
ompliquée et il est très diile d'interpréter les données de manière non-ambigüe. En
partiulier les données obtenues au SPS, si elles fournissent de fortes indiations en faveur
de la formation de matière déonnée, ne permettent pas d'armer quoi que e soit de
dénitif.
C'est dans e adre général que se plae le sujet de ette thèse. Nous étudions er-
tains aspets de la physique des ollisions d'ions lourds, reliés en partiulier au fait que
la matière produite n'est a priori pas à l'équilibre thermodynamique. Notre intérêt pour
ette problématique est double. D'une part, ertains phénomènes qui n'ont lieu que dans
des situations hors d'équilibre pourraient donner lieu à des signatures uniques, fournissant
ainsi une soure d'informations supplémentaire (ou omplémentaire). C'est le as de la for-
mation de ondensats hiraux désorientés (DCC) lors du passage rapide de la transition de
phase hirale. La détetion de e phénomène hypothétique pourrait par exemple être utile
1
Collisions Au-Au ave
√
s = 200 GeV par nuléon à RHIC et Pb-Pb ave
√
s = 5.5 TeV par nuléon à
LHC ! !
1
2pour loaliser ette transition dans le diagramme des phases. Dans la première partie de
ette thèse, nous étudions la possibilité qu'un tel phénomène se produise. Un DCC est une
région de l'espae où le paramètre d'ordre de la symétrie hirale osille dans une diretion
diérente de elle qu'il a dans le vide. C'est une onguration olletive lassique du hamp
de pion. Nous alulons la toute première estimation de la probabilité pour qu'un hamp
lassique potentiellement observable soit réé lors de l'expansion sphérique rapide du sys-
tème. Pour e faire, nous proposons une méthode originale d'éhantillonnage des onditions
initiales, habituellement hoisies de manière arbitraire dans la littérature. Nous obtenons
une limite supérieure de ette probabilité relativement faible, typiquement de l'ordre de
10−3 (Chap. 2).
Nous nous intéressons ensuite à l'aspet olletif du DCC : tous les modes du hamp
(lassique) osillent dans la même diretion de l'espae d'isospin. Cette propriété est à
l'origine de la signature la plus remarquable du phénomène, qui est aussi la plus utilisée
dans les stratégies expérimentales de détetion : la distribution anormalement large de la
fration neutre du nombre total de pions émis. Nous montrons que le hamp produit dans le
modèle mirosopique le plus simple, utilisé jusqu'à présent, n'exhibe pas e omportement
olletif : les diérents modes sont omme autant de DCC dont les orientations dans l'espae
d'isospin sont indépendantes les unes des autres. Ce résultat ontredit une idée largement
admise et remet en question la possibilité de former un DCC dans une ollision d'ions
lourds (Chap. 3).
La deuxième raison pour laquelle il est important d'étudier les aspets hors d'équilibre
dans es ollisions est le fait que les aluls atuels onernant les signatures expérimentales
reposent sur l'hypothèse selon laquelle le système est en équilibre thermique loal. Il est
important de savoir si ette hypothèse est justiée dans une ollision réelle. Si e n'est pas
le as, il est alors néessaire d'avoir une idée de la façon dont le système évolue pour pouvoir
interpréter les données. Dans la deuxième partie de la thèse, nous nous intéressons à l'équili-
bration thermique du système de gluons initialement produits (Chap. 4). Nous dérivons
la dynamique des gluons à l'aide d'une équation de Boltzmann que nous modélisons par
une simple approximation de temps de relaxation. Nous omparons diérents sénarios
proposés dans la littérature pour dérire l'état initial : les sénarios des minijets et de
saturation. En alulant le temps de relaxation de façon auto-ohérente nous reproduisons
de manière semi-quantitative ertains résultats exats, réemment obtenus numériquement
dans le sénario de saturation. Pour aratériser l'éart à l'équilibre nous mesurons le degré
d'anisotropie du système. Nos onlusions ontredisent elles de travaux préédents où des
ritères diérents sont utilisés pour mesurer le degré d'équilibration. En partiulier nous
montrons que les ollisions élastiques ne sont pas susantes pour thermaliser le système
aux énergies de RHIC.
Au ours de notre présentation, nous essayons de mettre en avant les idées physiques
sous-jaentes aux problèmes étudiés, releguant les détails tehniques ou les dérivations non
essentielles mais instrutives dans les annexes. Les diérents hapitres sont relativements
indépendants. Pour des raisons pratiques et esthétiques, nous avons hoisi des notations
légèrement diérentes d'un hapitre à l'autre, notamment en e qui onerne les indies
hiraux. Nous travaillons partout ave le système d'unités ~ = c = kB = 1 (où kB est la
onstante de Boltzmann).
Première partie
LES CONDENSATS CHIRAUX
DÉSORIENTÉS
3

Chapitre 1
DCC : introdution
Dans e hapitre nous passons en revue ertaines idées pertinentes à la physique des
ondensats hiraux désorientés. Après un bref rappel historique des motivations initiales,
nous présentons les prinipaux développements qu'a onnu le sujet depuis sa naissane, au
début des années 1990. Nous présentons divers onepts et images physiques qui onstituent
la toile de fond des travaux présentés dans la première partie de ette thèse.
1.1 La symétrie hirale
La théorie des interations fortes, ou hromodynamique quantique (QCD) est approx-
imativement invariante sous les opérations du groupe SUL(2) × SUR(2) qui onsistent en
des transformations unitaires indépendantes des omposantes hirales droite et gauhe
du doublet de quarks légers q = (u, d), 'est la symétrie hirale. Elle est réalisée de
façon spontanément brisée, phénomène dérit par la valeur non nulle du ondensat de
quarks
1 〈0|qL q¯R|0〉 et se manifestant dans le spetre d'exitations des interations fortes
par la faible masse des pions (≈ 140 MeV) omparée à l'éhelle de masse typique des
hadrons (∼ 1 GeV). Les propriétés de transformation du produit bilinéaire qL q¯R sont
analogues à elles d'un veteur φ ≡ (σ,pi) sous les rotations quadri-dimensionelles du
groupe O(4). Dans e language, les omposantes, dites d'isospin, π1, π2, π3, représentent
les modes olletifs ou bosons de Goldstone aompagnant le phénomène de brisure spon-
tanée : les exitations élémentaires (quanta) du hamp pi sont les pions. La valeur moyenne
dans le vide du hamp hiral φ pointe dans la diretion σˆ : on a 〈0|φ|0〉 = (fπ,0), où
fπ = 92.5 MeV est la onstante de désintégration du pion. La symétrie résiduelle O(3)
des rotations autour de et axe est la symétrie d'isospin des interations fortes. De façon
générale, la valeur moyenne du hamp φ, qui mesure l'intensité de la brisure spontanée,
est appelée paramètre d'ordre de la symétrie hirale.
1.2 Un LASER à pions
Un ondensat hiral désorienté (DCC) est un état dans lequel le paramètre d'ordre a une
orientation diérente de elle qu'il a dans le vide. Plus préisément, 'est une onguration
lassique où le hamp de pion osille de manière ohérente dans une diretion donnée de
l'espae d'isospin. Pour préiser la nature du phénomène et en omprendre l'intérêt, il est
utile de faire une petite retrospetive historique.
1
Il existe d'autres paramètres d'ordre assoiés à la brisure spontanée de la symétrie hirale. Nous ne les
onsidérerons pas ii.
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6 Chapitre 1. DCC : introdution
Dans le ontexte des ollisions hadroniques ou nuléaires à très haute énergie, la pro-
dution multiple de pions dont les énergies transverses ne dépassent pas quelques entaines
de MeV est hose ourante. Certains auteurs ont proposé d'interpréter e phénomène omme
résultant de la désintégration d'un état ohérent [2, 3, 4, 5℄, l'idée (déjà présente dans
d'aniens artiles de W. Heisenberg [6℄) étant de voir le proessus de prodution multiple
omme le rayonnement d'un hamp lassique. On parle aussi d'état multipions ou enore
de LASER à pions. Cette idée est longtemps restée marginale jusqu'au début des années
1990 où, sur des bases théoriques plus solides, elle a été largement étudiée et développée.
En eet, le développement de théories eetives de basse énergie dans le milieu des
années 80 a permis d'étudier la dynamique des exitations de grande longueur d'onde des
interations fortes dans le adre de modèles basés sur des fondements théoriques solides
2
.
L'exemple le plus simple est le modèle σ non-linéaire, qui dérit bien les propriétés des
pions de très basse énergie. En termes du hamp φ introduit plus haut, l'ation de e
modèle s'érit
S = 1
2
∫
d4x ∂µφ · ∂µφ (1.1)
ave la ontrainte
φ2 = σ2 + pi2 = f2π (1.2)
La pertinene de es modèles pour le problème de l'existene de hamps de pions las-
siques est double : l'approximation lassique est justiée par le fait qu'on s'intéresse à des
exitations de grande longueur d'onde, et l'étude des solutions lassiques permet de savoir
quelles ongurations sont autorisées par la dynamique sous-jaente. C'est essentiellement
e deuxième point qui manquait aux études préédentes. C'est dans e adre oneptuel,
que diérents auteurs étudient les solutions lassiques du modèle σ non-linéaire au début
des années 1990 [7, 8, 9℄. Ces études montrent en partiulier qu'il est naturel de onsid-
érer des ongurations lassiques du hamp de pion de grande longueur d'onde ayant des
géométries non-triviales dans l'espae d'isospin. Illustrons e point par un exemple. En
utilisant des onditions aux limites idéalisées modèlisant la région entrale d'une ollision
très énergétique [6, 10℄, J.P. Blaizot et A. Krzywiki se ramènent à un problème à une di-
mension : le système est invariant sous les boost longitudinaux et le hamp ne dépend que
du temps propre τ =
√
t2 − z2, où z est l'axe de la ollision. Les équations de onservation
des ourants vetoriel Vµ = pi × ∂µpi et axial Aµ = pi∂µσ − σ∂µpi
∂µV
µ = 0 ; ∂µA
µ = 0
sont failement intégrées :
V0 = pi × p˙i = a
τ
; A0 = piσ˙ − σp˙i = b
τ
où les veteurs a et b (a ·b = 0) sont des onstantes d'intégration. Le hamp de pion dérit
2
Les propriétés de symétrie hirale étant à l'origine de l'existene des exitations de grande longueur
d'onde (les modes de Goldstone), il est lair qu'elles jouent un rle important quant à leur dynamique.
En exploitant les propriétés de symétrie hirale du lagrangien fondamental de QCD, on peut érire un
lagrangien eetif de basse énergie qui se présente sous la forme d'un développement en gradients (qui
orrespond à un développement en puissanes de l'éhelle d'énergie typique à laquelle on s'intéresse) et
qu'il est néessaire de tronquer en pratique. Le modèle σ non-linéaire, dont il est question dans la suite,
est obtenu en ne retenant que le premier terme, qui ontient deux dérivées.
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don une trajetoire elliptique dans l'espae d'isospin (c = a× b, κ2 = a2 + b2) :
πa = 0
πb = − sin
(
κ ln
τ
τ0
)
πc =
a
κ
cos
(
κ ln
τ
τ0
)
où τ0 est une onstante délimitant l'hypersurfae sur laquelle sont loalisées les soures du
hamp lassique de pion [9℄. Cette solution appartient à la lasse plus générale des solutions
de type onde planes proposée par A.A. Anselm (voir aussi [11℄).
Parallèlement, J.D. Bjorken suggère la possibilité de former une onguration parti-
ulière du hamp de pions qu'il dénomme ondensat hiral désorienté [12, 13℄. Il donne une
image intuitive de la ollision et de la formation du DCC qu'il est bon d'avoir en tête ar
elle est très parlante, 'est le sénario Baked-Alaska : les produits primaires de la olli-
sion s'éloignent de la zone d'impat ave une vitesse prohe de elle de la lumière, formant
une boule de feu en expansion rapide et dont l'intérieur est isolé du vide environnant.
Si la densité d'énergie y est susament faible, l'intérieur ressemble de très près au vide.
Cependant, e vide n'étant pas en ontat ave le vide physique, l'orientation du paramètre
d'ordre n'a pas de raisons d'y être la même, en partiulier les omposantes d'isospin de e
dernier peuvent être non nulles ; 'est un vide désorienté. Après un ertain temps (de l'ordre
de quelques fermi), la surfae de la boule de feu se désagrège (hadronisation), l'intérieur et
l'extérieur ne sont plus séparés et le vide désorienté relaxe vers le vrai vide en rayonnant
ses modes olletifs, les pions. Ce sénario phénoménologique orrespond à l'idéalisation
adoptée par Blaizot et Krzywiki dans le as d'une expansion longitudinale. Un as parti-
ulier de leur solution orrespond à un hamp osillant dans une diretion quelonque de
l'espae d'isospin ('est le as où l'intensité initiale du ourant axial est grande omparée
à elle du ourant vetoriel : b≫ a. Le hamp de pions osille alors dans la diretion b.).
C'est le DCC. La prédition la plus frappante de e phénomène hypothétique est la distri-
bution évènement par évènement de la proportion de pions neutres émis par rayonnement.
En eet, le nombre total de pions ave une omposante d'isospin donnée est proportionnel
(dans le as du DCC uniquement, voir le Chap. 3) à l'intégrale du arré du hamp sur tout
le volume de la bulle
Ni ∝
∫
V
d3xφ2i (~x)
Les interations fortes étant invariantes sous les rotations d'isospin, toutes les diretions
sont équiprobables et la proportion de pions neutres
f =
Nπ0
Nπ+ +Nπ0 +Nπ−
est alors distribuée selon la loi
3
dP (f)
df
=
1
2
√
f
, (1.3)
3
Cette distribution est donnée expliitement dans [9℄ où les auteurs n'ont pourtant pas isolé la ong-
uration DCC, e qui n'est pas orret. Cei est orrigé dans [14℄. Notons que e résultat est déja présent
dans [5℄ où l'auteur onsidère un état ohérent d'isospin total nul. Le DCC est un tel état, en eet le hamp
osille dans une diretion donnée et est, par onséquent parallèle à sa vitesse, e qui signie que l'isospin
total de ette onguration est nul : V = φ× φ˙ = 0, et I = ∫
V
V.
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à omparer ave la distribution binomiale très piquée autour de la valeur moyenne f¯ = 1/3
prévue dans le as de la prodution inohérente de pions. Ce phénomène pourrait expliquer
les évènements Centauro et anti-Centauro enregistrés dans le domaine des rayons osmiques
de très haute énergie, dans lesquels des amas de pions tous hargés (Centauro) ou tous
neutres (anti-Centauro) ont été observés [15℄.
Si on omprend mieux les ongurations lassiques possibles, ompatibles ave la dy-
namique des interations fortes, on ne sait ependant pas omment un tel hamp peut être
réé lors de la ollision. En eet, dans les onsidérations préédentes, on a supposé l'exis-
tene d'un hamp ohérent, lassique réé par des soures loalisées sur le ne de lumière
(la surfae de la boule de feu). La question de la formation du hamp lassique est ahée
dans l'hypothèse de l'existene de es soures.
1.3 Un sénario mirosopique
L'idée du DCC reçoit une impulsion onsidérable quand, en 1993, K. Rajagopal et
F. Wilzek proposent un sénario prévoyant l'émergene d'un hamp fort de pions après
une ollision de noyaux lourds ultra-relativistes [16℄. Dans e type de ollisions, la densité
d'énergie par unité de volume déposée dans la région entrale peut atteindre des valeurs
très élevées (plusieurs GeV/fm
3
) et on s'attend à e que la matière soit dans un état où la
symétrie hirale est restaurée
4
du fait des fortes utuations du hamp hiral. L'expansion
rapide du système engendre une hute brutale de la densité d'énergie et par onséquent une
suppression soudaine de es utuations. Le paramètre d'ordre se ge dans une diretion
aléatoire de l'espae d'isospin. Ce phénomène est analogue à la formation de domaines
d'aimantation lors du trempage d'un matériau feromagnétique. C'est l'idée sous-jaente au
sénario de Rajagopal et Wilzek, aussi appellé sénario du trempage, et que nous allons
maintenant dérire un peu plus en détail ar il est à la base des travaux dérits dans
les hapitres suivant. En fait, e modèle sera étudié dans le hapitre 3 où nous aurons
l'oasion d'en donner tous les détails. Pour le moment, il est susant d'en présenter les
grandes lignes et les résultats importants.
Considérons la région entrale d'une ollision d'ions lourds ultrarelativistes, 'est à dire
la région autour de z = 0 où z est l'axe du faiseau dans le référentiel du entre de masse
de la ollison. A très haute énergie, les nuléons des noyaux inidents ne sont pratiquement
pas ralentis et ont omplètement évaué la région entrale après un temps très bref. Cette
dernière est alors formée de matière non-baryonique [17℄ (la densité de baryons est égale à
elle des anti-baryons). Nous nous intéressons à la dynamique des modes de grande longueur
d'onde et nous onsidèrerons le hamp de pions dans ette région. Nous négligeons en
partiulier les eets possibles dus à la présene d'autres mésons ou baryons ainsi qu'à elle
de matière déonnée. Nous supposerons de plus que le système a atteint un état d'équilibre
thermique loal après un ertain temps. Si la densité d'énergie dans la région entrale est
susante, la symétrie hirale est restaurée. Pour dérire l'évolution ultérieure du hamp
de pion, nous devons utiliser un modèle apable de prendre en ompte la possibilité d'un
état symétrique O(4). Il est lair, du fait de la ontrainte (1.2) que e n'est pas le as du
modèle σ non-linéaire. L'extension la plus simple onsiste à relâher la ontrainte : 'est le
4
Supposons pour un instant que le système est dérit par un gaz de pions de masse nulle à l'équilibre
thermodynamique. La température de e gaz de pions (relativistes) est reliée à la densité d'énergie par la
loi : ǫ = g(π2/30) T 4, où g = 3 est la dégénéresene du triplet de pions. A une densité d'énergie ǫ ≈ 1
GeV/fm
3
, orrespond une température T ≈ 400 MeV. La température ritique de la transition de phase
hirale est Tc ∼ 150 MeV.
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modèle σ-linéaire5
S =
∫
d4x
{
1
2
∂µφ · ∂µφ− λ
4
(
φ · φ− v2)2 +Hσ} . (1.4)
Le terme Hσ brise expliitement la symétrie et rend ompte de la masse non-nulle des
pions. Au niveau lassique, on a
H = fπm
2
π
m2π = λ
(
f2π − v2
)
m2σ = λ
(
3f2π − v2
)
On retrouve le modèle non-linéaire en prenant la limite hirale (mπ → 0) et en intégrant
le degré de liberté lourd σ.
Rajagopal et Wilzek ont étudié numériquement la dynamique du paramètre d'ordre
dans le adre du modèle σ linéaire lassique en supposant un état initial symétrique : les
omposantes φj du hamp sont des variables aléatoire gaussiennes de même variane et
distribuées indépendemment sur les diérents n÷uds d'un réseau ubique. Bien qu'ayant
en tête un système en expansion, Rajagopal et Wilzek travaillent dans une ongura-
tion statique. Le trempage des utuations initiales est modélisé par la faible valeur de
la variane dans l'état initial. Durant l'évolution ultérieure du hamp de pion, les modes
de Fourier de grande longueur d'onde sont fortement ampliés en omparaison des modes
de plus petite longueur d'onde, et osillent dans le temps de manière ohérente ave une
fréquene 2π/
√
m2π + k
2 ≈ 2π/mπ. L'énergie est ensuite répartie de manière équivalente
entre les modes (équipartition) par la dynamique non linéaire. Cependant dans une situa-
tion en expansion, la dilution du système entraine le déouplage des modes (freeze-out). S'il
a lieu susament tt, elui-i peut empêher le système d'atteindre l'équipartition. Dans
e as, la onguration nale du hamp onsiste en une superposition de modes de grande
longueur d'onde et de grande amplitude. C'est le hamp fort dont nous avions besoin. Le
résultat de la Réf. [16℄ est reproduit sur la Fig. 1.1 où l'on voit l'évolution temporelle du
module au arré des omposantes de Fourier de φ3, moyenné sur des bins de largeur δk
entrés en ||~k|| = k pour diférentes valeurs de k.
Le phénomène dérit plus haut peut être ompris qualitativement à l'aide d'une simple
approximation [16, 19, 20℄. Les équations du mouvement s'érivent(
∂2 + λ(φ2 − v2))φ = Hnσ , (1.5)
où l'on a utilisé la notation φ2 = φ · φ, et où nσ est un veteur unitaire dans la diretion
σ de l'espae hiral. En remplaçant le terme non linéaire φ2 par sa valeur moyenne sur
le volume (dans e qui suit, nous dénotons la valeur moyenne spatiale par des rohets :
〈O〉 = (1/V ) ∫V d3xO(~x)) et en prenant la transformée de Fourier de l'équation obtenue,
on obtient
6
(
d2
dt2
+ k2 +m2eff (t)
)
pi(~k, t) = 0 , (1.6)
5
Le modèle σ-linéaire a été proposé par M. Gell-Mann et M. Lévy en 1960 [18℄ (en fait avant, par
Shwinger, voir dans [18℄) pour dérire les interations fortes entre nuléons. Ces derniers étaient représentés
par le doublet d'isospin (p, n) et l'interation pion-nuléon par un ouplage de Yukawa.
6
Cette approximation est équivalente à la limite N →∞ où N est le nombre de omposante du hamp
(N = 4), 'est une approximation de type hamp moyen. Nous aurons l'oasion d'en parler d'avantage au
hapitre 2.
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Fig. 1.1: Le module au arré moyen des omposantes de Fourier de φ3 en fontion du temps (en
unités du pas du réseau a) dans le sénario du trempage de la Réf. [16℄. On a alulé la moyenne
du module au arré de tous les modes tels que k = ||~k|| est dans le bin de largeur δk = 0.057a−1
entré autour de (de haut en bas sur la gure) ka = 0.20, 0, 26, 0, 31, 0, 37, 0, 48, 0, 60, 0, 71, 0, 94,
1, 16 et 1, 39.
où
m2eff (t) = λ
(〈φ2〉(t) − v2) (1.7)
est la masse eetive (au arré) des exitations du hamp à l'instant t. Elle représente
la ourbure instantanée du potentiel eetif vu par le hamp.
L'évolution temporelle de m2eff (t) dans le sénario de la Réf. [16℄ est représenté sur la
Fig. 1.2. Quand 〈φ2〉(t) < v2 ette masse eetive est imaginaire pure, e qui se traduit
par une roissane exponentielle des amplitudes des modes de Fourier tels que k2 < −m2eff
(f.Eq. (1.6). Ce méanisme est bien onnu dans divers domaines de la physique, omme
la physique des solides ou enore la fragmentation nuléaire, sous le nom d'instabilité spin-
odale. Mentionnons le fait que le méanisme de l'instabilité spinodale n'explique pas toute
l'ampliation observée en résolvant numériquement les équations (1.5). En eet, on peut
voir sur la Fig. 1.2 que le arré de la masse eetive (1.7) n'est négatif que pour des temps
t . 10 (en unité de pas du réseau) alors que l'ampliation des modes de basse fréquene
se poursuit jusqu'à t ∼ 50. On peut toutefois omprendre qualitativement l'ampliation
ultérieure à l'aide du méanisme de résonane parametrique dû aux osillations régulières
de la valeur moyenne 〈σ〉 autour de sa valeur asymptotique fπ [21, 22, 23℄.
1.4 Expansion et onditions initiales
Le sénario du trempage fournit don un sénario mirosopique simple pour la forma-
tion possible d'un hamp fort de pion lors d'une ollision entre noyaux très énergétiques.
De e fait, il permet d'obtenir des informations au moins qualitatives sur les propriétés du
hamp lassique ainsi produit. Le résultat de Rajagopal et Wilzek a par la suite été on-
rmé [24, 25℄ et le modèle du trempage a reçu un intérêt roissant. Diverses améliorations
y ont été apportées, les plus importantes étant l'inlusion de ertains eets quantiques
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Fig. 1.2: La masse eetive au arré m2eff (t) en fontion du temps (en unité du pas du réseau a)
dans le sénario du trempage de la Réf. [16℄.
et l'abandon de l'hypothèse onernant les onditions initiales (trempage à la main des
utuations initiales) en faveur d'un sénario prenant expliitement en ompte l'expansion.
La modélisation de l'expansion onsiste simplement à se plaer dans le référentiel en
o-mouvement, qui se déplae ave un élément de volume du système. Par exemple dans
le as d'une expansion longitudinale à la vitesse de la lumière, le temps mesuré dans le
repère en o-mouvement est le temps propre τ =
√
t2 − z2 : au temps t, le système a
une extension spatiale −t ≤ z ≤ t. Autrement dit, on spéie les onditions aux bords,
néessaires à la résolution des équations du mouvement, non pas sur un hyperplan t =te,
mais sur une hypersurfae τ =te (voir le modèle de Blaizot et Krzywiki dérit plus
haut). En dénissant la variable de rapidité η = (1/2) ln(t − z)/(t + z), on peut réérire
dans (1.5) ∂2t − ∂2z = ∂2τ + (1/τ) ∂τ − (1/τ2) ∂2η . En plus du terme habituel d'aélération
∂2τ , on voit apparaître un terme de frition ∝ ∂τ qui traduit le fait que la densité d'énergie
dans un o-volume déroît du fait de l'expansion. Diérents auteurs [26, 27, 24℄ ont étudié
numériquement les solutions de (1.5) dans une géometrie en expansion longitudinale, ave
un état initial stable (où la masse eetive (1.7) est initialement positive). Il ressort de es
études que, pour des onditions initiales appropriées, l'expansion entraine le système dans
la région d'instabilité et le hamp fort est réé. Cependant, le phénomène dépend fortement
des onditions initiales.
Dans la Réf. [28℄, J. Randrup propose une méthode systématique d'éhantillonnage des
ongurations initiales du hamp hiral φ(~x) à partir d'un ensemble thermique. La fon-
tion de partition du système en équilibre thermique à la température T dans le volume V
est alulée en traitant les utuations thermiques du hamp autour de sa valeur moyenne
spatiale 〈φ〉 dans une approximation de hamp moyen (l'approximation de Hartree). On
peut alors aluler la distribution de probabilité des valeurs possibles de 〈φ〉 ainsi que elle
des utuations δφ(~x) = φ(~x)−〈φ〉. Dans un artile ultérieur [29℄, Randrup étudie les tra-
jetoires lassiques générées par les équations (1.5) ave des onditions initiales aléatoires,
éhantillonnées selon ette méthode. La masse eetive (Eq. (1.7)) s'érit (〈δφ〉 = 0)
m2eff = λ
(〈φ〉2 + 〈δφ2〉 − v2) , (1.8)
où 〈φ〉2 = 〈φ〉 · 〈φ〉. La région d'instabilité m2eff < 0 est représentée sur la Fig. 1.3 dans
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le plan (〈φ〉, 〈δφ2〉1/2). Randrup représente ses trajetoires dans e même plan et étudie
l'inursion du système dans la région d'instabilité en fontion de la température initiale
d'une part et du taux d'expansion d'autre part. En eet, supposons une expansion D-
dimensionnelle, le temps mesuré dans le repère en o-mouvement est alors : τ =
√
t2 − xixi,
où i = 1...D, et le terme de frition dans les équations du mouvement devient (D/τ)∂τ :
l'expansion est d'autant plus eae que D est grand (D ≤ 3).
v fpi0 <φ>
v
0
v/2
<δφ2>1/2
m
2
eff<0
(1) (2)
Fig. 1.3: Représentation shématique de deux trajetoires typiques dans le plan (〈φ〉,√〈δφ2〉).
L'évènement (1) traverse la région spinodale (m2eff < 0) et subit une forte ampliation. Dans
la région d'instabilité, après le refroidissement brutal des utuations (trempage), la valeur des
utuations du hamp est ∼ v/2, omme dans le modèle ad ho de [16℄.
Randrup observe que lorsque le système est préparé à une température T = 400 MeV, il
n'entre dans la région d'instabilité que pour D > 1. Pour D = 3, l'instabilité apparait pour
des températures allant de 200 MeV à 500 MeV (au moins). Au début de l'évolution, l'ex-
pansion rapide supprime fortement les utuations thermiques tandis que 〈φ〉, initialement
petit pour des températures supérieures à la température ritique Tc ∼ 150MeV, ne hange
que très peu. Le système entre dans la région d'instabilité. Les modes de grande longueur
d'onde, et en partiulier 〈φ〉, le mode zéro, sont alors fortement ampliés et le système est
poussé hors de la région d'instabilité. Si la température initiale est trop importante, les
utuations n'ont pas le temps de déroître susamment avant que 〈φ〉 n'augmente (vers
sa valeur dans la phase brisée) et le système n'est jamais instable. A l'inverse, si la tem-
pérature est trop faible, on est trop prohe de la température ritique et 〈φ〉 est si grand
que l'on passe a oté de la région intéressante. Il est intéressant de remarquer que, dans le
as où le système entre dans la région d'instabilité, la valeur typique des utuations après
la brève période de refroidissement (trempage) est 〈δφ2〉1/2 ∼ v/2, e qui orrespond à la
onguration initiale ad ho de Rajagopal et Wilzek [30, 29℄.
Nous omprenons don omment, à partir d'une onguration haotique du hamp,
où les diérents modes sont initialement indépendants, la dynamique hors d'équilibre du
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système génère momentanément une onguration formée par la superposition de modes
de grande longueur d'onde et de grande amplitude.
1.5 Eets quantiques
Le phénomène d'ampliation des modes de grande longueur d'onde dans notre système
en expansion est analogue
7
à elui de la réation massive de partiules durant la phase d'in-
ation de l'univers primordial. Cette analogie a onduit diérents auteurs à appliquer au
premier problème des méthodes développées pour le seond, notamment en e qui onerne
la prise en ompte de ertaines orretions quantiques à la dynamique. Dans la Réf. [31℄,
les auteurs travaillent ave un système statique en modélisant le trempage à la main de
la même façon que dans [16℄. Les utuations thermiques et quantiques sont dérites par
une matrie densité supposée gaussienne, e qui onduit à des équations du mouvement
dont la struture est similaire à elle des Eqs. (1.6) et (1.8), où 〈...〉 doit être maintenant
ompris omme la moyenne sur es utuations. Les auteurs des Réfs. [32, 33, 34℄ pren-
nent en ompte les eets quantiques dans l'approximation de hamp moyen (équivalente à
l'ansatz gaussien de [31℄) dans un modèle ave expansion. Les résultats de es études sont
similiaires à eux obtenus dans le as lassique
8
: on observe une augmentation importante
du nombre de quanta de basse énergie durant la période d'instabilité. Le hamp est alors
essentiellement une superposition de modes lassiques de grande longueur d'onde. De même
que dans le as lassique, l'ingrédient ruial est la dynamique fortement hors d'équilibre
due à l'expansion et le phénomène d'ampliation dépend fortement des valeurs initiales
des moyennes du hamp et de sa dérivée temporelle. Ce dernier point fera l'objet de l'étude
présentée au Chap. 2, où nous onstruirons une méthode originale d'éhantillonnage des
onditions initiales, que nous utiliserons pour aluler la probabilité de former un hamp
lassique potentiellement observable.
Dans le language de la méanique quantique, le hamp lassique ainsi formé n'est autre
que la valeur moyenne du hamp quantique dans l'état nal du système, au moment du
déouplage. Autrement dit, l'état nal est un état quasi-lassique, 'est à dire un état
ohérent [2℄. De façon générale, indépendante de toute dynamique sous-jaente, on peut
onstruire diérents types d'états ohérents multi-pions prenant en ompte les ontraintes
imposées par les lois de onservation, par exemple de la harge életrique ou enore de
l'isospin [3, 4, 5℄. La struture de l'état formé dans un sénario réaliste dépend de la dy-
namique mirosopique sous-jaente. Par exemple, il est faile de voir que l'approximation
de hamp moyen orrespond à une desription du système en termes des états dits om-
pressés
9
(squeezed state) qui sont une généralisation des états ohérents [36℄. Le DCC
est un état partiulier où tous les modes du hamp sont orientés dans la même diretion
de l'espae d'isospin (voir par exemple [35℄) : 'est un état d'isospin total nul, e qui est à
l'origine de la loi (1.3) [5℄. Pour dérire la formation d'un tel état olletif dans un sénario
mirosopique donné, il faut prendre en ompte les non-linéarités de la dynamique. Au
niveau quantique, ela requiert de onsidérer des orretions au delà de l'approximation
de hamp moyen. En fait, nous verrons au Chap. 3 que le problème se pose déjà au niveau
lassique. En eet, nous montrerons que dans le modèle de Rajagopal et Wilzek, où l'état
initial est supposé inohérent, l'état nal n'est pas un état olletif, les modes ampliés sont
7
Dans le as du DCC il s'agit ependant d'un problème en ouplage fort
8
Dans le modèle ave expansion, l'inlusion des eets quantiques donne des résultats quantitativement
similaires à eux du as lassique [35℄
9
Cei est diretement relié aux transformations de Bogoliubov onnetant les opérateurs de réation et
d'anihilation de quasi-partiule à diérents instants (voir Chap. 2).
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indépendants les uns des autres. Contrairement à une idée largement admise, le aratère
olletif supposé du DCC n'a pas enore trouvé d'expliation mirosopique.
Jusqu'ii nous avons onsidéré le modèle le plus simple possible en faisant des approxi-
mations parfois très grossière, e qui nous a permis de dégager l'essentiel de la physique du
phénomène. Nombre de orretions ont été onsidérées dans la littérature (très abondante)
sur le sujet
10
. Mentionnons par exemple les eets dus aux interations du hamp de pion
ave son environement dans une ollision d'ions lourds [37, 38, 39℄, la modélisation d'eets
quantiques au delà du hamp moyen par une soure stohastique dans les équations du
mouvement du paramètre d'ordre [40℄, ou enore l'étude de modèles alternatifs au modèle
σ-linéaire, omme les modèles de Nambu-Jona-Lasinio [41℄ ou de Gross-Neveu [42℄. Ces
études n'altèrent pas l'image de la formation d'un hamp lassique que nous avons dérite
ii, qui s'avère don être relativement générique.
La détetion éventuelle d'un DCC dans des expérienes de ollisions hadroniques ou
nuléaires à haute énergie pourrait permettre d'obtenir des informations préieuses sur
la struture du vide des interations fortes, ainsi que sur les propriétés de la transition de
phase hirale. Jusqu'à maintenant deux groupes ont tenté de déteter e phénomène : T864
(minimax), une expériene de ollisions proton-antiproton à Fermilab [43℄ et WA98 au SPS
du CERN (ollisions d'ions lourds) [44℄, toutes deux reportent des résultats négatifs. En
fait à e jour les seuls signaux positifs sont eux reportés dans le domaine des rayons
osmiques au début des années 1980. Une partie du programme expérimental du déteteur
STAR
11
à RHIC (BNL) est dédiée à la reherhe de grandes utuations dans la distribution
évènement-par-évènement de la fration de pions neutres. Diverses autres signatures ont
été proposées dans la littérature, mentionnons par exemple l'augmentation du nombre de
photons de basse énergie [45, 46℄ par désintégration des pions neutres provenant du DCC,
ou enore, plus réemment, l'anomalie dans les abondanes de baryons multi-étrange Ω et
Ω¯ [47℄.
Pour onlure e hapitre d'introdution, reprenons les premières questions-réponses de
la `DCC trouble list de J. D. Bjorken, qui résument bien l'idée sous-jaente aux études
présentées dans les deux hapitres suivant,
Existene of DCC :
Must it exist ? NO
Should it exist ? MAYBE
Might it exist ? YES
Does it exist ? IT'S WORTH HAVE A LOOK
10
Voir la `DCC home page' http ://wa98.web.ern.h/WA98/DCC
11
Voir la `STAR home page' http ://www.star.bnl.gov/STAR
Chapitre 2
La probabilité de formation
d'un hamp de pion lassique
Un sénario plausible pour la formation d'un hamp de pion lassique lors d'une ollision
nuléaire à haute énergie a été identié [16℄ : l'expansion rapide du système entraine la
suppression brutale des utuations thermiques (trempage), générant une ampliation
importante des modes de grande longueur d'onde. Ce méanisme mirosopique permet
de faire des préditions qualitatives utiles pour l'élaboration de stratégies expérimentales,
omme par exemple le fait que le signal soit à reherher dans les pions de basse énergie.
Un paramètre ruial pour la phénoménologie est la probabilité pour qu'un tel hamp fort
soit produit. En eet on hoisira une méthode expérimentale plutt qu'une autre selon que
le nombre typique de ollisions donnant lieu au phénomène herhé est de une sur dix ou
de une sur un million.
Dans e hapitre, nous nous proposons d'estimer l'ordre de grandeur de e nombre.
Il est lair que les modèles atuels ne permettent pas de dire quoi que e soit de able
au niveau quantitatif, néanmoins il est légitime de herher à avoir une estimation, même
grossière, de ette probabilité. En fait, nous en obtiendrons une limite supérieure. Le travail
exposé dans e hapitre a été réalisé en ollaboration ave André Krzywiki et a fait l'objet
d'une publiation dans la revue Physis Letters B [48℄.
Cadre théorique et image physique
Le sénario du trempage est relativement robuste en e qui onerne les détails de
la dynamique. Ii, nous utiliserons le modèle σ-linéaire en tant qu'approximation de la
dynamique des exitations de basse énergie de QCD que sont les pions. Le point essentiel
est la forte dépendane du phénomène d'ampliation vis-à-vis des onditions initiales.
Notre but étant d'estimer l'ordre de grandeur de la probabilité d'avoir une ampliation
donnée, il nous faut donner un poids statistique à haune des ongurations initiales
possibles.
Pour e faire, nous aurons reours à des approximations, parfois très simpliatries,
mais qui apturent l'essentiel de la physique du phénomène. Ainsi nous traiterons les ef-
fets quantiques à l'ordre dominant dans un développement en 1/N , où N est le nombre de
omposantes du hamp hiral φ (N = 4). C'est une approximation de type hamp moyen
qui, nous l'avons vu dans le hapitre préédent (Eqs. (1.6) et (1.7)), dérit la physique de
l'instabilité spinodale, responsable du phénomène d'ampliation. De plus, nous onsid-
èrerons le as d'une expansion sphérique, la plus eae pour le trempage des utuations
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initiales. De manière générale, nous nous plaerons toujours dans le as le plus favorable
pour la formation d'un hamp fort de pion, de façon à avoir une limite supérieure à la prob-
abilité herhée. En eet on s'attend d'ores et déjà à e que elle-i soit faible [14℄ et, notre
objetif étant d'avoir une estimation qualitative, une limite supérieure est un paramètre
pertinent pour la phénoménologie.
Nous foalisons notre attention sur une petite bulle de matière hirale haude, for-
mée lors de la ollision, qui subit une expansion très rapide et qui, selon son état initial,
subit éventuellement une période d'instabilité durant laquelle les modes de grande longueur
d'onde sont fortement ampliés. Nous supposons que les utuations statistiques du hamp
de pion à l'intérieur de la bulle sont dérites par un ensemble thermique loal. Exploitant
ette hypothèse, nous proposons une méthode originale d'éhantillonnage des ongura-
tions initiales du hamp, habituellement hoisies de façon arbitraire dans la littérature.
En ombinant ette méthode ave le formalisme de la Réf. [33℄ (voir aussi [34℄), nous al-
ulons la toute première estimation de la probabilité pour qu'un hamp fort (lassique),
potentiellement observable, soit formé dans une ollision d'ions lourds.
En toute rigueur, la probabilité obtenue doit être interprétée omme une probabilité
onditionnelle, à multiplier par la probabilité pour que notre bulle initiale soit formée dans
une ollision réelle. Le alul de ette dernière quantité requiert ependant un modèle pour
l'ensemble de la ollision, e qui dépasse de loin le adre de l'étude présentée ii. Néanmoins,
l'hypothèse d'équilibre thermique loal peut être vue, non pas omme une approximation de
l'état réel du système, mais omme une paramétrisation de la distribution des ongurations
initiales possibles. Dans e sens, le modèle dérit i-dessus est susamment générique pour
pouvoir, malgré sa simpliité, donner une estimation raisonnable de la probabilité herhée.
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Le hapitre est organisé omme suit : tout d'abord nous érivons les équations dy-
namiques à l'ordre dominant en 1/N dans une géométrie en expansion (nous reprenons
pour l'essentiel le formalisme des Refs. [33, 34℄). Nous introduisons ensuite la notion de
hamp interpolant qui nous permettra de relier les nombres de partiules dans les états
initial et nal. La méthode d'éhantillonage des onditions initiales est exposée en détails.
Enn nous présentons les résultats de notre alul numérique, suivis d'une disussion et de
la onlusion.
2.1 Le formalisme
La densité de Lagrangien du modèle σ-linéaire dans une géométrie quelonque, ara-
térisée par sa métrique gµν , s'érit (f. (1.4))
L = √−g
(
1
2
gµν∂
µφ · ∂νφ− λ
4
(
φ · φ− v2)2 +Hσ)
où g est le déterminant de la métrique. L'ation S = ∫ d4xL est, omme il se doit, un
salaire sous les transformations du système de oordonées.
Nous herhons à étudier l'évolution hors d'équilibre d'un système quantique ave un
nombre inni de degré de liberté. Le formalisme adapté est la théorie quantique des hamps
hors d'équilibre. La théorie quantique des hamps a été initialement développée pour dérire
des problèmes de diusion : on prépare le système à t = −∞ et on fait une mesure
à t = +∞, où ±∞ signient très longtemps avant/après l'interation. Il s'agit don de
aluler des amplitudes de transition entre états asymptotiques. La problématique qui nous
oupe ii est très diérente : ayant préparé le système dans un ertain état initial, dérit
par la matrie densité ρ(t0), on herhe à suivre son évolution au ours du temps. On veut
aluler des objets du type 〈O〉(t) = Tr(ρ(t)O), l'évolution temporelle étant donnée par
les équations du mouvement ρ˙ = [H, ρ], où H est le hamiltonien du système. Il existe un
formalisme très élégant qui permet d'utiliser les méthodes développées pour les problèmes
de diusion dans le as des problèmes hors d'équilibre, 'est le formalisme dit de hemin
fermé (Closed Time Path) [49, 50, 51℄. En partiulier, ette formulation assure la ausalité
des équations obtenues. Les partiularités propres à e formalisme, omme par exemple la
forme matriielle des propagateurs, ne se manifestant pas dans l'approximation de hamp
moyen, nous n'en parlerons plus dans la suite.
2.1.1 Approximation de hamp moyen
L'approximation dite de hamp moyen onsiste à remplaer les interations entre
quanta (les modes de Fourier du hamp, en nombre inni) par une interation moyenne
eetive. Les modes sont eetivement déouplés les uns des autres en e sens que haun
d'eux ne voit les autres que par l'intermédiaire du hamp moyen qu'ils réent : haque
mode évolue dans un potentiel eetif réé par tous les autres modes. Nous avons déjà vu
un exemple de e genre d'approximation dans le hapitre préédent (Eqs. (1.6) et (1.7)).
Rappelons-le, il nous sera utile dans la suite. Les équations du mouvement pour le hamp
quantique φˆ s'érivent (nous travaillerons dans le système de oordonnées de Minkowski
tout au long de ette setion : gµν = diag(1,−1,−1,−1))(
∂2 + λ(φˆ2 − v2)
)
φˆ = Hnσ . (2.1)
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En remplaçant le terme φ2 de la partie non-linéaire par sa valeur moyenne sur l'état on-
sidéré, et en déomposant le hamp en la somme de sa valeur moyenne φ = 〈φˆ〉 et des
utuations autour de elle-i : φˆ = φ+ δφ, on obtient (〈δφ〉 = 0)(
∂2 + λ(φ2 + 〈δφ2〉 − v2)) (φ + δφ) = Hnσ .
La valeur moyenne de ette équation nous donne une équation pour la valeur moyenne du
hamp. En soustrayant ette dernière à l'équation i-dessus, on obtient l'équation pour les
utuations :
(∂2 + χ(x))φ(x) = Hnσ , (2.2)
(∂2 + χ(x))δφ(x) = 0 , (2.3)
où
χ(x) = λ
(
φ2(x) + 〈δφ2(x)〉 − v2) . (2.4)
On voit bien e qui se passe sur es équations : le ondensat (ou paramètre d'ordre) φ
évolue dans un potentiel eetif qui n'est autre que le potentiel lassique, orrigé par l'eet
des utuations quantiques (le terme 〈δφ2〉), la dynamique desquelles est gouvernée par une
équation de type Klein-Gordon ave une masse qui dépend du temps. Les utuations du
hamp sont don eetivement déouplées et évoluent dans un potentiel eetif quadratique
dont la ourbure est déterminée d'une part par la valeur du ondensat, et d'autre part par
l'eet moyen des utuations elles-même. La masse eetive χ(t) représente la ourbure
loale du potentiel eetif à l'instant t.
Il existe diérent types d'approximations de hamp moyen. Dans e hapitre, nous
travaillerons ave l'approximation dite grand N  qui onsiste à ne retenir que l'ordre
dominant dans un développement en 1/N où N est le nombre de omposantes du hamp
(N = 4). Les équations ainsi obtenues sont préisément les Eqs. (2.2)-(2.4). Bien entendu la
dérivation présentée i-dessus ne onstitue pas une preuve de ette armation et est seule-
ment un moyen rapide d'érire les équations. Il existe plusieurs manières d'obtenir l'ordre
dominant en 1/N (voir par exemple [52, 53, 54, 55, 56, 31℄). Ces diérentes approhes, bien
qu'équivalentes, sont toutes aussi instrutives les unes que les autres ar elles élairent le
problème sous des angles diérents et mettent ainsi en lumière divers aspets de l'approx-
imation grand N en partiulier, mais aussi, et plus généralement, de l'approximation de
hamp moyen. Dans la dérivation i-dessus, nous avons sarié le problème de la lumière
à elui du plus ourt hemin, et ela pour plus de larté. Nous proèderons suivant ette
ligne tout au long de e hapitre, de façon à ne pas alourdir notre disours. Cependant,
ertains ompléments utiles à la ompréhension sont détaillés dans les Annexes, auxquelles
le leteur est renvoyé le as éhéant.
Ii, nous partons des Eqs. (2.2)-(2.4) et ne faisons que mentionner les aspets de l'ap-
proximation de hamp moyen pertinents pour notre étude. Tout d'abord, et il est faile de
le voir à partir des équations i-dessus, il s'agit d'une approximation non-perturbative, dans
e sens qu'elle orrespond à la resommation d'une lasse innie de termes de la série pertur-
bative
1
. C'est de plus une approximation semi-lassique, e dont on peut se onvainre si
on rééhit à e qu'est le hamp réé par l'ensemble des partiules du milieu. De façon plus
formelle, plaçons-nous un instant dans l'image de Shrödinger : 'est maintenant la matrie
1
Dans le as présent, il s'agit des diagrammes dits tadpoles ou enore daisy et super-daisy. Un
autre exemple est donné par la resommation des boules thermiques dures (HTL) dans les théories de
jauge à haute température, où le hamp moyen dérit les eets olletifs de grande longueur d'onde (voir
par exemple [57℄).
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densité du système qui dépend du temps. L'approximation de hamp moyen orrespond
à imposer que elle-i soit une gaussienne à haque instant (voir par exemple [31℄)
2
. Par
exemple, si le système est initialement dans un état ohérent ('est à dire semi-lassique),
il reste dans un état ohérent à haque instant : dans l'approximation de hamp moyen,
la dynamique est essentiellement lassique. Ces deux aspets des Eqs. (2.2)-(2.4) sont tout
à fait pertinents pour le problème qui nous intéresse : la formation d'un hamp lassique
dans une théorie de ouplage fort. Remarquons enn que dans l'Eq. (2.3), les utuations
dans les diérentes diretions d'isospin sont traitées sur un pied d'égalité. Cet artefat de
l'approximation nous simplie la tâhe. En eet, dans e hapitre, nous nous intéressons
à l'intensité totale du hamp de pion, 'est à dire sommée sur les diretions d'isospin
3
. Le
hamp δφ doit être vu omme dérivant la utuation moyenne dans l'espae d'isospin.
2.1.2 Expansion sphérique
Pour tenir ompte de l'expansion du système, nous nous plaçons dans un petit volume
en o-mouvement, 'est à dire qui se déplae ave le uide en expansion. Dans la suite,
nous onsidérons le as d'une expansion tri-dimensionnelle à symétrie sphérique à la vitesse
de la lumière. Le temps mesuré par un observateur dans un o-volume est le temps propre
τ =
√
t2 − r2, où r est la distane à l'origine. La symétrie du problème est telle que la valeur
du ondensat ne dépend que de τ . Vue dans le référentiel où notre bulle en expansion est
au repos, l'hypersurfae τ = te est une sphère dont le rayon roît très vite : à l'instant t,
elui-i vaut r =
√
t2 − τ2. En passant d'une hypersurfae de temps propre onstant à une
autre, on dérit les diérentes ouhes sphériques à l'intérieur de notre bulle, elles-même
en expansion. Imaginez un oignon dont les diérentes ouhes s'étendent les unes derrière
les autres, omme dans le shéma de la Fig. 2.1.
Commençons par introduire quelques notations et dénitions.
Coordonnées
L'élément de longueur innitésimal s'érit
ds2 = dt2 − dr2 + r2(dθ2 − sin2 θ dϕ2) .
Les oordonnées adaptées à la desription de notre o-volume sont
τ =
√
t2 − r2 , η = 1
2
ln
(
t+ r
t− r
)
, θ , ϕ ,
en termes desquelles l'élément de longueur innitésimal s'érit
4
ds2 = gµν dx
µ
dxν = dτ2 − τ2 (hij dxidxj) , (2.5)
où hij est la métrique tri-dimensionnelle dérivant l'hypersurfae τ = 1 (enore appellée
pseudo-sphère de rayon unité)
hij = diag (1 , sinh
2 η , sinh2 η sin2 θ) ,
et (g et h sont les déterminants de gµν et hij respetivement)
√−g = τ3
√
h ,
√
h = sinh2 η sin θ . (2.6)
2
Cei est intimement lié au fait que les opérateurs de réation et d'anihilation des exitations (ou quasi-
partiules) du système à un instant t sont reliés aux opérateurs à l'instant initial par une transformation
de Bogoliubov (voir plus loin, voir aussi l'Annexe A).
3
L'étude de l'intensité dans les diretions d'isospin individuelles fera l'objet du Chap. 3.
4
Il s'agit d'une métrique de Robertson-Walker [58, 59℄.
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Fig. 2.1: Shéma de la bulle de matière hirale en expansion vue dans le référentiel où elle est
globalement au repos. A l'instant initial t = t0, on a une bulle de rayon R0 à l'équilibre thermique
loal. Celle-i explose : aux instants ultérieurs t > t0, la surfae externe de la bulle s'étend à
la vitesse de la lumière, sa surfae interne dérit l'hyperboloïde τ =
√
t2 − r2 = τ0 = t0. Les
hyperboloïdes suessives τ > τ0 dérivent l'intérieur de la bulle : e sont des ouhes suessives,
en expansion les unes derrière les autres.
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Laplaiens
Le Laplaien quadri-dimensionnel est déni par
∆(4) ≡ ∇µ∇µ = 1√−g ∂µ
√−g gµν ∂ν
=
1
τ3
∂τ τ
3 ∂τ − 1
τ2
∆(3) ,
où ∇µ désigne la dérivée ovariante et ∆(3) est le Laplaien tri-dimensionnel sur la pseudo-
sphère unité
∆(3) =
1√
h
∂i
√
hhij ∂j .
An d'exploiter la symétrie sphérique du problème, il est utile de déomposer le hamp sur
l'ensemble omplet des fontions propres de ∆(3), dénies par5 [60℄
∆(3)Y~s(~x) = −(s2 + 1)Y~s(~x) , (2.7)
où ~x ≡ (η, θ, ϕ), ~s ≡ (s, l,m) ; s est une variable ontinue, sans dimension 0 < s < +∞, l et
m sont des nombres entiers 0 ≤ l < +∞ et −l ≤ m ≤ l. Les harmoniques hyperboliques
Y~s sont bien onnues [61℄, elles forment une base orthogonale de l'espae des fontions sur
la pseudo-sphère unité. Nous hoisirons leur normalisation omme suit∫
d3x
√
hY∗~s ′(~x)Y~s(~x) = δ(3)(~s− ~s ′) ≡ δ(s − s′) δll′ δmm′ . (2.8)
Dans la suite nous utiliserons les propriétés suivantes [34, 61℄∫
d3sY∗~s (~x ′)Y~s(~x) =
δ(3)(~x− ~x ′)√
h
≡ δ(η − η
′) δ(θ − θ′) δ(ϕ − ϕ′)√
h
, (2.9)
Y∗~s = (−1)m Y−~s ,
∑
lm
|Y~s(~x)|2 = s
2
2π2
, (2.10)
ave les notations ∫
d3s ≡
∫ +∞
0
ds
∑
lm
, −~s = (s, l,−m) .
Notre observateur en o-mouvement mesure des observables physiques, omme par ex-
emple le nombre de partiules, à des instants de temps propre τ . Pour dérire son système,
il lui faut don quantier la théorie sur les hypersurfaes τ = te. Le formalisme adapté à
e problème est elui de la théorie quantique des hamps en espae ourbe [58℄. Nous allons
suivre ii les Refs. [33, 60℄ (voir aussi [34℄).
Quantiation
Les équations dynamiques à l'ordre dominant en 1/N dans la géométrie en expansion
ave φ(x) = φ(τ) s'érivent
φ¨(τ) +
3
τ
φ˙(τ) + χ(τ)φ(τ) = Hnσ , (2.11)(
∆(4) + χ(τ)
)
δφ(τ, ~x) = 0 , (2.12)
5
On peut montrer que Y~s(~x) = usl(η)Y ml (θ, ϕ), où Y ml (θ, ϕ) sont les harmoniques sphériques usuelles,
et usl(η) forment un ensemble omplet de fontions réelles, réguliéres à l'origine.
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où le point dénote la dérivée temporelle, et où
χ(τ) = λ
(
φ2(τ) + 〈δφ2〉(τ)− v2) . (2.13)
Les diérentes omposantes hirales δφa de la utuation étant traitées sur un pied d'é-
galité dans ette approximation, nous onentrons notre attention sur une d'entre elles et
omettons les indies hiraux pour simplier les notations. Nous mentionnerons au fur et à
mesure les modiations (évidentes) de nos formules quand es indies sont réintroduits.
Tout d'abord, il est judiieux d'introduire les variables adimensionnées
ϕ(τ, ~x) = τ δφ(τ, ~x) , π(τ, ~x) = τ ϕ˙(τ, ~x) . (2.14)
En eet, dans la suite nous parlerons des représentations de Shrödinger et de Heisenberg, et
nous aurons besoin de dénir l'opérateur unitaire qui onnete es deux représentations. Or,
on peut montrer (voir Annexe A) qu'en termes des variables (2.14) le problème s'exprime
omme un ensemble (inni) d'osillateurs harmoniques dont les fréquenes dépendent du
temps (voir Eq. (2.22) plus bas). En dénissant la représentation de Shrödinger à l'instant
de référene τ0, et en dénotant par U(τ, τ0) l'opérateur d'évolution, on a
ϕ(τ) = U(τ, τ0)ϕ(τ0)U
−1(τ, τ0) , (2.15)
π(τ) = U(τ, τ0)π(τ0)U
−1(τ, τ0) , (2.16)
où l'on a omis la dépendane spatiale. De là on tire les relations
δφ(τ) =
τ0
τ
U(τ, τ0) δφ(τ0)U
−1(τ, τ0) ,
˙δφ(τ) =
τ20
τ2
U(τ, τ0) ˙δφ(τ0)U
−1(τ, τ0) .
On peut onstruire expliitement
6
l'opérateur d'évolution U pour un potentiel quadratique
général [62℄. Cependant, pour notre propos, nous n'avons pas besoin de ette onstrution,
seules les lois de transformation i-dessus nous seront utiles.
La déomposition du hamp sur les modes ~s s'érit
ϕ(τ, ~x) =
∫
d3s
(
a~s ψs(τ)Y~s(~x) + a†~s ψ∗s(τ)Y∗~s (~x)
)
.
Dénissons les projetions ϕ~s et π~s du hamp et de son moment onjugué
7
ϕ~s(τ) =
∫
d3x
√
hY∗~s (~x)ϕ(τ, ~x) = ψs(τ) a~s + ψ∗s(τ) (−1)m a†−~s , (2.17)
π~s(τ) =
∫
d3x
√
hY∗~s (~x)ϕ′(τ, ~x) = ψ′s(τ) a~s + ψ∗
′
s (τ) (−1)m a†−~s , (2.18)
6
Il s'agit d'une onstrution formelle faisant intervenir les solutions de l'équation du mouvement (f.
Eq. (2.21). Il est toutefois intéressant de noter que l'on peut hoisir arbitrairement les onditions initiales,
pourvu que elles-i satisfassent la ontrainte de Wronskien (Eq. (2.23).
7
Les fontions modes, ainsi que les opérateurs de réation et d'anihilation portent un indie hiral : ψas ,
et aa,~s. Les relations de ommutation sont :[
aa,~s ; a
†
b,~s′
]
= δab δ
(3)(~s− ~s′) .
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où le prime désigne la dérivation par rapport à u = ln(mπτ) : ψ
′ = τψ˙. Les opérateurs de
réation et d'anihilation, a†~s et a~s satisfont aux relations de ommutation[
a~s ; a
†
~s ′
]
= δ(3)(~s − ~s ′) , (2.19)
lea autres ommutateurs étant nuls. Les fontions mode ψs satisfont aux équations dif-
férentielles
ψ¨s(τ) +
1
τ
ψ˙s(τ) + ω
2
s(τ)ψs(τ) = 0 , (2.20)
que l'on peut réérire
ψ′′s (τ) + ω˜
2
s(τ)ψs(τ) = 0 , (2.21)
où ω˜s = τωs et
ωs(τ) =
√
s2
τ2
+ χ(τ) . (2.22)
On voit que le système se réduit à un ensemble d'osillateurs Eq.(2.21), ouplés entre eux
d'une part, et ave le ondensat d'autre part, à travers le terme de masse
√
χ(τ). L'eet
de e ouplage se traduit uniquement par la dépendane en temps de ette masse. Les
fréquenes physiques sont données par (2.22) (voir Annexe A). Le hamp de utuation
δφ et son moment onjugué Π =
√−g ˙δφ (voir Annexe A) satisfont aux relations de
ommutation anoniques à temps propres égaux [δφ(τ, ~x) ; Π(τ, ~x′)] = i δ(3)(~x−~x′). Celles-
i sont équivalentes à (2.19) si les fontions mode satisfont la ondition de Wronskien
Ws = ψs(τ)ψ
∗′
s (τ)− ψ∗s(τ)ψ′s(τ) = i . (2.23)
Pour ompléter la proédure de quantiation, il faut spéier les onditions initiales
pour les fontions modes, ainsi que pour leur dérivées. En eet, diérents hoix pour les
ψs orrespondent à diérentes dénitions des quasi-partiules, ou, de façon équivalente, à
diérentes dénitions du vide. Nous suivons ii les auteurs de la Réf. [33℄, en hoisissant le
vide adiabatique d'ordre zéro [60, 58℄ (voir Annexe A), 'est à dire
ψs(τ0) = gs(τ0) , ψ
′
s(τ0) = g
′
s(τ0) ,
ave
gs(τ) =
1√
2ω˜s(τ)
exp
(∫ τ
τ0
dτ ′ ωs(τ
′)
)
, (2.24)
Il est ommode pour la suite d'introduire la notation
ψ(0)s (τ) =
1√
2ω˜s(τ)
, (2.25)
ψ(1)s (τ) = −
[
ω˜s
′(τ)
2ω˜s(τ)
+ i ω˜s(τ)
]
ψ(0)s (τ) . (2.26)
La ondition initiale pour les fontions mode s'érit alors
ψs(τ0) = ψ
(0)
s (τ0) , ψ
′
s(τ0) = ψ
(1)
s (τ0) . (2.27)
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L'approximation adiabatique peut être vue omme une dénition du vide physique. Le
problème de la dénition d'un bon vide vient de la dépendane en temps de la métrique,
Eq. (2.5). Cette dernière, ouplée au hamp quantique par l'intermédiaire du terme
√−g
dans l'ation, agit omme un hamp lassique qui rayonne des partiules. Un état initale-
ment vide, se remplit de quanta au fur et à mesure que le temps passe. Ce problème est
brièvement disuté dans l'Annexe A. Pour résumer, l'approximation adiabatique onsiste
à minimiser le taux de prodution de partiules dû à l'expansion. Le hoix des onditions
initiales (2.27) n'est ependant pas essentiel pour notre problème, e que nous avons vérié
en essayant diérents hoix. Mentionnons toutefois que la ondition adiabatique permet de
renormaliser la théorie de manière non-ambigüe, indépendante du temps.
Renormalisation
L'équation de gap (2.13) fait intervenir la valeur moyenne du produit de deux opérateurs
au même point 〈δφ2(τ, ~x)〉. Cette quantité diverge et il est néessaire de régulariser la
théorie, par exemple en introduisant une oupure ultraviolette Λ. Il est bien onnu que e
type de modèle devient trivial (la onstante de ouplage tend vers zéro) quand Λ→∞, on
doit don garder Λ ni. Comme nous l'avons disuté plus haut, le modèle σ-linéaire est une
approximation de la dynamique des exitations bosoniques de grande longueur d'onde de
QCD. C'est un modèle eetif de basse énergie qui n'a de sens physique que s'il est déni
ave une oupure nie Λ . 1 GeV, qui doit être vue omme un paramètre. Cependant, il est
utile d'isoler les divergenes et de les réabsorber dans la dénition de quantités physiques
de façon à minimiser la dépendane des résultats ave Λ. C'est dans e sens qu'il faut
omprendre la renormalisation dérite i-dessous.
An d'isoler et de traiter les divergenes de l'équation de gap, il est néessaire de
spéier l'état du système sur lequel est prise la valeur moyenne. Antiipant sur la suite,
nous érivons
〈a†a,~s ab,~s ′〉 = ns δab δ(3)(~s− ~s ′) , 〈aa,~s ab,~s ′〉 = 0 ,
où l'on a réintroduit les indies hiraux. Nous supposerons un état d'équilibre thermique
loal à l'instant initial, de sorte que ns déroit exponentiellement vite pour les grandes
valeurs de s. En utilisant les Eqs. (2.14) et (2.17), ainsi que les propriétés (2.10) et les
relations de ommutation (2.19), on obtient
〈δφ2(τ, ~x)〉 =
N∑
a=1
〈δφ2a(τ, ~x)〉 =
N
τ2
∫ +∞
0
s2ds
2π2
(2ns + 1) |ψs(τ)|2 .
La partie divergente de ette intégrale vient de la ontribution du vide ∼ ∫ s2ds |ψs|2. Pour
s2 ≫ 1, on érit, en ligne ave l'approximation adiabatique8,
ψs(τ) = gs(τ) + reste,
8
L'approximation adiabatique est exate pour s→ +∞, en eet, dans e as on a ω˜s ≃ s, et la solution
de l'Eq. (2.21) ayant pour ondition initiale (2.27) s'érit
ψs ≃ 1√
2s
exp[−i s ln(τ/τ0)] = gs(τ ) .
Remarquons que si le système, au ours de son évolution temporelle, traverse une période d'instabilité
(χ < 0), ertaines fréquenes ont des valeurs négatives pour ette période, et
∫ τ
τ0
ωs n'est pas un nombre
réel. Pour es modes, l'ansatz adiabatique ne peut être utilisé en tant qu'approximation de la fontion
mode ar alors, la relation (2.23) n'est pas satisfaite. Cette objetion ne s'applique ependant pas pour les
modes de haute énergie qui nous intéressent ii, et dont les fréquenes sont toujours réelles.
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où gs est donnée par l'Eq. (2.24), et où le reste ne donne pas de ontribution singulière.
Cei nous permet d'isoler la partie divergente
9
1
τ2
∫ Λτ
s2ds |gs(τ)|2 = 1
τ2
∫ Λτ s2ds
2
√
s2 + τ2χ(τ)
=
∫ Λ k2dk
2
√
k2 + χ(τ)
.
Cette dernière intégrale est alulée dans l'Annexe C, on a
〈δφ2〉(τ) = N
8π2
(
Λ2 − χ ln Λ√|χ|
)
+ ... ,
où ... représente des termes dépendant faiblement de Λ. Cei est valable quel que soit le
signe de χ. La dépendane quadratique dans la oupure est indépendante du temps. Elle
est failement éliminée en soustrayant à la masse eetive au arré χ sa valeur dans le
vide, qui n'est autre que le arré de la masse physique du pion. En eet, dans le vide on a
φ(τ) ≡ (fπ,0) et l'équation de gap s'érit
m2π = λ
(
f2π + 〈 0 | δφ2 | 0 〉 − v2
)
,
ave
〈 0 | δφ2 | 0 〉 = N
∫ Λ
0
k2dk
2π2
1
2
√
k2 +m2π
=
N
8π2
(
Λ2 −m2π ln
Λ
mπ
)
+ ... .
En exprimant χ en fontion dem2π, e qui revient à absorber la divergene dans le paramètre
v ≡ v(Λ), on s'aranhit du terme quadratique en Λ :
1
λ
(χ(τ)−m2π) = φ2(τ)− f2π + 〈 δφ2 〉(τ)− 〈 0 | δφ2 | 0 〉 .
La dépendane logarithmique restante est éliminée en dénissant la onstante de ouplage
renormalisée λR, telle que (voir Annexe C) [52, 34℄
1
λR
=
1
λ
+
N
8π2
∫ Λ
0
k2dk
(k2 +m2π)
3/2
=
1
λ
+
N
8π2
ln
Λ
mπ
+ ...
Comme promis, la proédure de renormalisation est indépendante du temps. L'équation
de gap est entièrement exprimée en terme de quantités physiques mesurables, et don
indépendantes de la oupure Λ, qui doivent être tirées de l'expériene. Nous utiliserons les
valeurs proposées dans les Réfs. [33, 34℄
10
de façon à pouvoir vérier nos aluls en les
omparant aux leurs
mπ = 139.5MeV ,
fπ = 92.5MeV ,
λR = 7.3 .
9
La oupure Λ s'interprete omme l'impulsion maximale permise. Ii l'impulsion est s/τ (f. Eq. (2.22)),
l'intégrale sur s est don oupée à smax = Λτ .
10
Dans es Réfs. (voir aussi [32℄), la onstante de ouplage renormalisée λR est extraite de l'amplitude
de diusion ππ → ππ dans l'onde s (moment angulaire l = 0), dans la voie isosalaire (isospin total I = 0).
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Nous onluons ette partie par une remarque onernant les valeurs possibles de la
oupure. La onstante de ouplage renormalisée dépend de l'éhelle d'énergie µ à laquelle
on la mesure, ii nous avons hoisi µ = mπ. Réérivons la relation entre la onstante de
ouplage nue λ(Λ) et la onstante de ouplage renormalisée λR(µ) sous la forme
λ(Λ) =
λR(µ)
1− λR(µ) N8π2 I3(Λ, µ)
,
où I3(Λ, µ) ≡ I3(Λ/µ) est l'intégrale dénie plus haut (voir aussi Annexe C). On voit que
pour λR > 0
11
, il existe une valeur ritique nie Λc de la oupure pour laquelle la onstante
de ouplage nue diverge. En supposant que Λc/mπ ≫ 1, on obtient I3 ≃ ln(2Λc/mπ) − 1,
'est à dire (N = 4, λR(mπ) = 7.3)
Λc
mπ
≃ 1
2
e
1+8π2/NλR ≈ 20 .
C'est le ple de Landau de la théorie Φ4 : pour Λ > Λc, la onstante de ouplage nue
λ(Λ) est négative, la théorie est instable. On doit don prendre une valeur de la oupure
inférieure au ple de Landau. La valeur numérique de Λc est de l'ordre de 3 GeV, e qui
est bien au delà de l'éhelle typique d'énergie que nous herhons à dérire ii (. 1 GeV).
Toujours en suivant les Réf. [33, 34℄, nous prendrons
Λ = 800MeV .
2.1.3 Partiules physiques, hamp interpolant
Notre but est de aluler le nombre de pions produits dans l'état nal. Pour e faire, il
nous faut dénir préisément e qu'est ette quantité. C'est le sujet de ette partie.
Nous avons hoisi, omme instant de référene, où les représentations de Shrödinger et
de Heisenberg oïnident, l'instant initial τ = τ0. Dans la représentation de Shrödinger,
on a la déomposition suivante
ϕ~s ≡ ϕ~s(τ0) = ψs(τ0) a~s + ψ∗s(τ0) (−1)m a†−~s , (2.28)
π~s ≡ π~s(τ0) = ψ′s(τ0) a~s + ψ∗
′
s (τ0) (−1)m a†−~s . (2.29)
Ave la ondition adiabatique (2.27), a†~s (a~s) s'interprète omme la représentation de
Shrödinger de l'opérateur qui rée (anihile) un quanta de fréquene ωs(τ0). Ce sont les
quantas appropriés à la desription de l'état initial où le système est un plasma de pi-
ons interagissant fortement les uns ave les autres. Dans l'approximation de hamp moyen
e système en interation est remplaé par un ensemble d'exitations eetives libres de
masse
√
χ0, en d'autres termes on diagonalise le problème en identiant les exitations
ou modes physiques du plasma. L'information onernant l'interation entre les pions est
entièrement ontenue dans la masse eetive de es quasi-partiules. Il est bien lair que,
du fait de l'expansion la dénition des quasi-partiules hange ave le temps : les exita-
tions physiques du système à l'instant τ0 ne sont plus les exitations physiques ('est à dire
qu'elles ne diagonalisent plus le hamiltonien) à l'instant τ0 + δτ . En fait les opérateurs de
réation et d'anihilation orrespondant aux quasi-partiules à l'instant τ sont reliés à eux
orrespondant aux quasi-partiules à l'instant τ0 par le biais d'une transformation unitaire
dite de Bogoliubov (f. Eq. (A.13) dans l'Annexe A).
11
Si λR < 0, λ < 0 et la théorie est instable
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Il existe une innité de manière de déomposer le hamp sous la forme (2.28)-(2.29),
haune orrespondant à un hoix partiulier d'opérateurs de réation et d'anihiliation ou,
de façon équivalente, à un hoix de la fontion mode et de sa dérivée (la seule ontrainte
sur es fontions est qu'elle doivent satisfaire la relation de Wronskien (2.23)). Les quasi-
partiules physiques du système à l'instant nal τf sont des quanta de fréquene ωs(τf ).
En dénotant par b†~s et b~s les opérateur de réation et d'anihilation orrespondant, dans la
représentation de Shrödinger, on a
ϕ~s = ξs(τ0) b~s + ξ
∗
s(τ0) (−1)m b†−~s ,
π~s = ξ
′
s(τ0) b~s + ξ
∗′
s (τ0) (−1)m b†−~s .
Les fontions modes pour des quanta de fréquene ωs(τf ) sont données par la ondition
adiabatique (2.25)-(2.26)
ξs(τ0) = ψ
(0)
s (τf ) ,
ξ′s(τ0) = ψ
(1)
s (τf ) .
Dans la représentation de Heisenberg, les opérateurs de hamp (2.17) et (2.18) peuvent se
réérire (f. (2.15)-(2.16))
ϕ~s(τ) = ξs(τ0) b~s(τ) + ξ
∗
s (τ0) (−1)m b†−~s(τ) , (2.30)
π~s(τ) = ξ
′
s(τ0) b~s(τ) + ξ
∗′
s (τ0) (−1)m b†−~s(τ) , (2.31)
où b~s(τ) = U(τ, τ0) b~s U
−1(τ, τ0) est la représentation de Heisenberg de b~s. En utilisant
les Eqs. (2.17)-(2.18), (2.30)-(2.31), et (2.23), on trouve aisément la transformation de
Bogoliubov onnetant les opérateurs a~s, a
†
~s et b~s(τ), b
†
~s(τ) :
b~s(τ) = αs(τ) a~s + βs(τ) (−1)m a†−~s ,
ave
i α∗s(τ) = ξs(τ0)ψ
∗′
s (τ)− ξ′s(τ0)ψ∗s(τ) ,
i β∗s (τ) = ξs(τ0)ψ
′
s(τ)− ξ′s(τ0)ψs(τ) .
On vérie, à l'aide de (2.23), que ette transformation est unitaire à haque instant
12
:
|αs(τ)|2 − |βs(τ)|2 = 1 .
Bien sûr, bien que les formules i-dessus soient valables pour tout τ , elles n'ont de signia-
tion physique que pour τ = τf . En eet, les quanta réés par l'opérateur b
†
~s ne orrespondent
aux exitations physiques du système qu'à et instant (e sont des exitations de fréquene
12
La dénition des quasi-partiules que nous avons adoptée ii dière de elle de la Réf. [33℄, où la base
dite adiabatique est utilisée de manière abusive. En eet, ette base n'a de sens que si les fréquenes de
tous les modes sont toujours réelles [63℄, e qui n'est pas le as ii. Quand χ < 0, la transformation reliant
les opérateurs de la base adiabatique à diérents instants n'est pas unitaire pour les modes s2 < τ 2χ,
puisque le fateur exponentiel entrant dans la dénition de la base adiabatique n'est pas une phase pure.
Nous omprenons que, dans leur alul, le fateur d'ampliation a été obtenu à partir de la formule dérivée
pour des fréquenes réelles (le fateur de phase n'apparait pas dans la formule du fateur d'ampliation).
Ave la dérivation présentée ii, nous obtenons la même formule pour le fateur d'ampliation dans le as
général (f. Eq. (2.37).
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ωs(τf )). Ave les notations introduites ii, on peut érire une formule valable pour toute
valeur de τf :
b~s(τf ) = αs(τf ) a~s + βs(τf ) (−1)m a†−~s , (2.32)
ave
i α∗s(τf ) = ψ
(0)
s (τf )ψ
∗′
s (τf )− ψ(1)s (τf )ψ∗s(τf ) , (2.33)
i β∗s (τf ) = ψ
(0)
s (τf )ψ
′
s(τf )− ψ(1)s (τf )ψs(τf ) . (2.34)
Le nombre de quasi-partiules physiques à l'instant τf est failement obtenu. Nous
verrons, dans la prohaine partie, que dans l'état initial
〈a†a,~s ab,~s ′〉 = nas δab δ(3)(~s− ~s ′) , 〈aa,~s ab,~s ′〉 = 0 ,
où l'on a rétabli les indies hiraux. On obtient alors
〈b†a,~s(τf ) bb,~s ′(τf )〉 = nas(τf ) δab δ(3)(~s− ~s ′) , 〈ba,~s(τf ) bb,~s ′(τf )〉 = 0 , (2.35)
et le nombre moyen de quasi-partiules de omposante hirale a dans l'état nal est donné
par
nas(τf ) +
1
2
= As(τf )
(
nas +
1
2
)
, (2.36)
où l'on a déni le fateur d'ampliation
As(τf ) = 2 |βs(τf )|2 + 1 (2.37)
Nous verrons dans la suite que pour τf & 10 fm, le système a atteint un régime stationnaire
où χ(τf ) ≃ m2π : les exitations physiques sont des pions libres, dont nous alulerons la
multipliité à l'aide de la formule (2.36) i-dessus.
2.2 Éhantillonnage des onditions initiales
Cette partie onstitue le ÷ur de notre travail. Nous onsidérons une petite bulle
sphérique de matière hirale haude, de rayon initial R0, que nous supposons avoir été
formée à un instant t0 dans la région entrale d'une ollision nuléaire à haute énergie,
et qui subit une expansion sphérique rapide. Nous supposons de plus que dans e volume
initial V0, le hamp de pion utue dans l'ensemble thermique loal. Les eets ombinés
des utuations initiales et de l'expansion rapide du système peuvent générer un aiden-
t : une période d'instabilité résultant dans l'ampliation importante des modes de basse
fréquene. Notre but est d'estimer la fréquene ave laquelle et aident arrive, et plus
préisément la probabilité d'avoir une ampliation donnée. Le fait que et aident ait
lieu ou non dépend de la onguration initiale du hamp de pion à l'intérieur de la bulle.
Il nous faut don éhantillonner les ongurations initiales possibles.
Le modèle présenté dans les parties préédentes dérit la dynamique du hamp de pion
à l'intérieur de la bulle, 'est à dire dans le quadri-volume τ ≥ τ0 = t0. Notre modélisation
de l'expansion sphérique suppose qu'à haque instant t, le paramètre d'ordre est onstant
sur toute la surfae de la sphère. Cei est assuré par le fait que la valeur du paramètre
d'ordre sur ette surfae est la même que e qu'elle était dans le petit volume initial, quand
les diérents points de la surfae étaient en ontat ausal. Les onditions initiales sur
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l'hypersurfae τ = τ0, dont nous avons besoin pour résoudre les équations du mouvement,
sont don données par la onguration du hamp de pion dans le volume V0 au temps t0.
Remarquons que l'idéalisation adoptée ii revient à supposer que la surfae de la bulle
est indéniment ouplée à un bain thermique à la température T . Nous disuterons plus
loin les impliations du fait que ette soure d'énergie extérieure ne dure qu'un temps ni
dans une situation plus réaliste.
2.2.1 Les onditions initiales
Comment est aratérisée une onguration initiale du hamp de pion ? Il est faile de
se onvainre (f. Eq. (2.12), voir aussi la Réf. [31℄), que l'approximation de hamp moyen
orrespond à une matrie densité ρ(τ0) ≡ ρ0 gaussienne et qui plus est, diagonale dans
l'espae des impulsions. L'état du système est don omplètement spéié par la donnée
des valeurs moyennes et largeurs de ette matrie densité :
φa(τ0) , φ˙a(τ0) ,
et
〈a†a,~s ab,~s ′〉 = Nas δab δ(3)(~s− ~s ′) , (−1)m 〈aa,−~s ab,~s ′〉 = P as δab δ(3)(~s − ~s ′) ,
où a, b = 1, ..., N (N = 4). En prinipe les valeurs de Nas et P
a
s utuent d'un évènement à
l'autre et doivent être tirées aléatoirement dans l'ensemble thermique loal. Cependant, en
e qui onerne l'évolution temporelle du système, es quantités ne jouent un rle que dans
la formule de la masse eetive (2.13), où elles apparaissent sous une intégrale sur tous les
modes. Les utuations statistiques sont alors moyennées à zéro et on peut remplaer es
quantités par leurs valeurs moyennes
N¯as = ns , P¯
a
s = 0 ,
où ns est la distribution de Bose-Einstein pour les quanta de fréquene ωs(τ0) et est in-
dépendant de la diretion d'isospin dans l'approximation grand N :
ns =
1
e
ωs(τ0)/T − 1 .
Les quantités Nas et P
a
s interviennent aussi dans le alul). Ii, nous sommes intéressés à la
multipliité moyenne et nous remplaerons partout Nas et P
a
s par leurs valeurs moyennes.
Les quanta de l'état initial sont dénis par la donnée des fontions modes ψs(τ0) et
de leur dérivées ψ˙s(τ0), qui sont à leur tour omplètement déterminées par les valeurs de
la masse eetive initiale χ(τ0) ≡ χ0 et de sa dérivée χ˙(τ0) ≡ χ˙0. On obtient es deux
quantités à partir de l'équation de gap, en utilisant l'Eq. (2.24) (i-dessous, on fait le
hangement de variable k = s/τ) : χ0 est la solution de
χ0 = λ
[
φ20 − v2 +N A1(χ0)
]
, (2.38)
et χ˙0 satisfait l'équation algébrique
χ˙0
[
1
λ
+
N
4
A3(χ0)
]
= 2φ0 · φ˙0 − N
2τ0
[
2A1(χ0) + χ0A3(χ0)− Λ
3
2π2
coth[EΛ(χ0)/2T ]
EΛ(χ0)
]
,
(2.39)
ave φ0 ≡ φ(τ0) et φ˙0 ≡ φ˙(τ0), et où l'on a introduit les notations suivantes :
Ek(µ
2) =
√
k2 + µ2 (2.40)
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Ap(µ
2) =
∫ Λ
0
k2dk
2π2
1
[Ek(µ2)]p
coth
(
Ek(µ
2)
2T
)
. (2.41)
Il est faile de vérier que l'Eq. (2.39), exprimée en termes de la onstante de ouplage
renormalisée λR, ne ontient auune dépendane forte dans la oupure Λ, omme il se doit.
En onlusion, on voit que la onguration initiale du système est omplètement spé-
iée par la donnée des huit nombres réels {φ0 , φ˙0}. Un exemple en est donné dans la
Fig. 2.2, qui représente la variation temporelle de la masse eetive au arré χ(τ) pour un
des hoix des valeurs initiales du paramètre d'ordre et de sa dérivée faits dans [34℄. Dans
et exemple χ prend des valeurs négatives et on assiste à une forte ampliation des modes
de basse fréquene. La Fig. 2.3 montre le fateur d'ampliation As(τf ) orrespondant (f.
Eq. (2.37)) en fontion de s pour τf = 5, 10 et 15 fm.
0 5 10 15 20
τ (fm)
−0.5
0
0.5
1
χ(τ
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−
2 )
Fig. 2.2: Evolution temporelle de χ(τ) (en fm−2) pour la onsition initiale (f. [34, 33℄) φ(τ0) =
(0.3,0) (en fm−1), φ˙(τ0) = (−1,0) (en fm−2), à τ0 = 1 fm. Les paramètres sont Λ = 800 MeV,
mpi = 139.5 MeV, fpi = 92.5 MeV, λR = 7.3. La ligne en tirets montre la valeur de m
2
pi = 0.5 fm
−2
.
Dans la littérature, les valeurs des onditions initiales sont généralement hoisies de
manière arbitraire. Dans la partie suivante, nous allons montrer que l'hypothèse, largement
utilisée, d'un état initial en équilibre thermique loal est susante pour déterminer la
probabilité pour que es nombres prennent des valeurs données.
2.2.2 Équilibre thermique loal
Comme nous l'avons vu plus haut, les onditions sur l'hypersurfae τ = τ0 sont données
par la onguration du hamp à l'intérieur de la bulle de rayon R0, en équilibre thermique
loal à l'instant t0. Dans ette partie, nous foalisons notre attention sur ette dernière.
Nous utiliserons des notations onventionnelles, à ne pas onfondre ave les notations util-
isées dans le reste du hapitre : ~x désigne la position dans le système de oordonnées
artésiennes, ~x = (x, y, z), d3x = dxdydz. Nous omettrons d'érire la variable temporelle,
partout égale à t0.
Pour exposer notre argument de façon laire, nous négligeons dans un premier temps les
ompliations dues à la méanique quantique et onsidérons l'exemple d'un hamp salaire
lassique, sans struture d'isospin, en équilibre thermique loal à la température T dans
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Fig. 2.3: Le fateur d'ampliation As(τf ) orrespondant à l'évènement de la Fig. 2.2, pour
diérentes valeurs de τf .
une petite boule de volume V0. Cela signie que tout se passe omme si ette boule était
une sous-partie d'un grand système de volume V ≫ V0 en équilibre thermodynamique à la
même température T . Dans e grand système tif, en l'absene de orrélations à longue
distane (e qui est le as pour des interations à ourte portée) la variane des utuations
statistiques de la moyenne spatiale du hamp sur le volume total V est très petite, d'ordre
1/V (elle est nulle dans la limite thermodynamique V → ∞, f. Eq. (2.51)). La variane
orrespondante pour la moyenne spatiale du hamp sur le volume V0 est plus grande d'un
fateur V/V0 (pourvu que le rayon de la boule soit au moins de l'ordre de la longueur
de orrélation thermique
13
) λT = 1/
√
χT . Le même raisonnement s'applique à la dérivée
temporelle du hamp moyennée sur le volume V0. Le point essentiel est que, dans le système
en équilibre loal, les valeurs du hamp et de sa dérivée, moyennés sur le volume V0 de
la bulle, utuent dans l'ensemble anonique et don de manière parfaitement préditible,
pourvu que le rayon initial R0 ne soit pas trop petit.
Appliquons es idées à notre problème. Dans la théorie quantique, on dénit les opéra-
13
Considérons le système de volume V , et divisons le en k = V/V0 sous-parties identiques de volume V0.
La moyenne spatiale du hamp dans haune de es sous-parties est
φ¯i =
1
V0
∫
Vi
d3x φ(~x) , i = 1, 2, ..., k .
Choisissons le rayon R0 des ellules au moins égal à la longueur de orrélation du hamp à l'équilibre
thermodynamique à la température T , R0 & λT . Ainsi, par onstrution, les φ¯i sont des variables aléatoires
indépendantes, ayant toutes la même distribution de probabilité. La somme de es variables aléatoires,
S =
∑k
i=1 φ¯i, est une variable aléatoire dont la moyenne statistique est égale à la somme des moyennes
statistiques des φ¯i, et dont la variane est égale à la somme des varianes des φ¯i : E[S] = kE[φ¯], et
Var[S] = kVar[φ¯]. La somme S n'étant autre que la moyenne spatiale du hamp sur le volume total V , à
un fateur k près : φ¯V = S/k, on en déduit
E[φ¯] = E[φ¯V ] , Var[φ¯] =
V
V0
Var[φ¯V ] .
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teurs (a désigne les omposantes hirales)
Φ¯a =
1
V0
∫
V0
d3xΦa(~x) ,
¯˙Φa =
1
V0
∫
V0
d3x Φ˙a(~x) .
Ceux-i ne reçoivent pas de ontribution de la part des modes de petite longueur d'onde,
moyennés à zéro. Un observateur vivant dans la boule de volume V0, et mesurant es
observables, identiera don le résultat de sa mesure ave les valeurs du paramètre d'ordre
et de sa dérivée respetivement. La distribution des valeurs possibles φ¯a et
¯˙
φa des résultats
de ette mesure est donnée par la distribution de Wigner
14
(voir Annexe B), aratérisée
par les moyennes
E
[
φ¯a
]
= 〈 Φ¯a 〉T , (2.42)
E
[
¯˙
φa
]
= 〈 ¯˙Φa 〉T , (2.43)
les varianes
15
Var
[
φ¯a
]
= 〈 Φ¯2a 〉T − 〈 Φ¯a 〉2T , (2.44)
Var
[
¯˙φa
]
= 〈 ¯˙Φ2a 〉T − 〈 ¯˙Φa 〉2T , (2.45)
et par la ovariane
Cov
[
φ¯a,
¯˙
φa
]
=
1
2
〈 Φ¯a ¯˙Φa + ¯˙ΦaΦ¯a 〉T − 〈 Φ¯a 〉T 〈 ¯˙Φa 〉T (2.46)
où 〈O〉T = Tr(ρO) désigne la moyenne sur l'ensemble thermique (ρ ∝ exp(−H/T ), où
H est le hamiltonien du système). Le alul des quantités i-dessus est détaillé dans l'An-
nexe B. L'état d'équilibre thermodynamique est homogène et invariant par translation dans
le temps. En dénotant par φ
T
la valeur du paramètre d'ordre dans et état et χ
T
elle de
la masse eetive au arré, on obtient, à l'aide de l'Eq. (2.11),
φT =
H
χ
T
nσ , et φ˙T = 0 , (2.47)
d'où on déduit
E
[
φ¯a
]
=
H
χ
T
δa0 , (2.48)
E
[
¯˙φa
]
= 0 . (2.49)
L'équation de gap thermique, dont χT est la solution, s'érit (f. Eq. (2.41))
χ
T
= λ
[
φ2
T
− v2 +N A1(χT )
]
, (2.50)
où φ2
T
est donné par l'Eq. (2.47). Dans l'approximation de hamp moyen, le système en
interation est remplaé par un ensemble d'exitations libres de masse eetive
√
χ
T
, 'est à
14
La distribution de probabilité de la valeur mesurée d'une observable O est déterminée par la fontion
aratéristique 〈eikO〉.
15
Tous les termes non-diagonnaux dans les indies hiraux sont nuls dans l'approximation grand N
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dire que le hamiltonien eetif est quadratique et la matrie densité de l'ensemble thermique
ρ ∝ exp(−H/T ) est gaussienne. La distribution de probabilité des valeurs possibles de φ¯ et
¯˙
φ est don omplètement déterminée par les paramètres (2.42)-(2.45), la ovariane étant
nulle.
Quand le rayon R0 est grand devant la longueur de orrélation dans l'ensemble ther-
mique à température T , λT = 1/
√
χ
T
, les utuations à l'intérieur de la bulle sont indépen-
dante de e qui se passe à l'extérieur, et on peut donner une expression analytique pour
les varianes :
Var
[
φ¯a
] ≃ 1
2V0
√
χ
T
coth
(√
χ
T
2T
)
, (2.51)
Var
[
¯˙φa
]
≃
√
χT
2V0
coth
(√
χT
2T
)
. (2.52)
La dispersion de la variable φ¯a, alulée numériquement (voir Annexe B), est plus petite
d'un fateur 2 (1.5) que e que donne la formule i-dessus pour R0 = λT (R0 = 2λT ), pour
des températures allant de T = 200 à 400 MeV. Pour la variable
¯˙
φa, l'éart entre le résultat
analytique i-dessus et le alul exat est de 20% (8%). Cet éart augmente rapidement
pour R0 < λT . Les utuations sont approximativement indépendantes de e qui se passe
hors de la bulle, pourvu que R0 & λT .
En résumé, la onguration initiale du système est omplètement déterminée par la
donnée des quatres omposantes hirales du paramètre d'ordre et de sa dérivée à l'instant
τ0 : φ(τ0) et φ˙(τ0). Ces huit nombres sont des variables gaussiennes indépendantes dont
les moyennes sont données par les Eqs. (2.48) et (2.49), et dont les varianes sont approx-
imativement données par les Eqs. (2.51) et (2.52).
2.3 Résultats et disussion
Dans ette partie nous appliquons la méthode d'éhantillonnage des onditions initiales
dérite i-dessus au alul de la probabilité d'avoir une ampliation donnée dans l'état
nal. Nous résumons tout d'abord la stratégie du alul et examinons la question du hoix
des paramètres. Ceux-i sont ontraints par la ohérene physique du modèle et des ap-
proximations utilisées. De plus, ils doivent ètre hoisis en orrespondane ave la question
posée. Enn, nous présentons et disutons les résultats du alul, puis nous dénissons les
valeurs de l'ampliation orrespondant à un phénomène obsevable dont nous alulons la
probabilité d'ourene.
2.3.1 La stratégie : réapitulatif
Les paramètres de notre modèle, outre eux déjà xés : mπ, fπ, λR et Λ, sont l'instant
t0 = τ0, le rayon R0 et la température T initials. Nous disuterons plus loin le hoix des
valeurs de es paramètres. Commençons par énumérer les diérentes étapes du alul :
1. Nous alulons d'abord la longueur de orrélation λT du hamp dans l'ensemble
thermodynamique à la température T . Celle-i est donnée par l'inverse de la masse
eetive des exitations (quasi-partiules) du système, dont le arré est solution de
l'équation d'auto-ohérene (Eqs. (2.47) et (2.50)) à l'équilibre thermique :
χ
T
λ
=
(
H
χ
T
)2
− v2 +N
∫ Λ
0
k2dk
2π2
2Nk(χT ) + 1
2Ek(χT )
.
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Puis nous alulons les moyennes et dispersions (σ1 et σ2) des distributions de proba-
bilité des valeurs possibles du paramètre d'ordre φ(τ0) et de sa dérivée φ˙(τ0) à l'aide
des formules (B.17), (B.18), (B.23) et (B.25) de l'Annexe B :
V 20 σ
2
1 = 4R
4
0
∫ Λ
0
dk
Ek
coth
(
Ek
2T
)
F(kR0) ,
V 20 σ
2
2 = 4R
4
0
∫ Λ
0
dk Ek coth
(
Ek
2T
)
F(kR0) ,
où F (y) = (sin y − y cos y)2/y4 et Ek =
√
k2 + χT .
2. Nous tirons aléatoirement les valeurs initiales des omposantes hirales du paramètre
d'ordre et de sa dérivée :
{
φ(τ0); φ˙(τ0)
}
, ave lesquelles nous initialisons omplète-
ment le système. Nous alulons tout d'abord la masse eetive des exitations
physiques du milieu à l'aide de l'équation d'auto-ohérene à l'instant initial (équili-
bre thermique loal) (2.38) :
χ0 = λ
[
φ20 − v2 +N A1(χ0)
]
,
et dont la dérivée temporelle à l'instant initial est donnée par l'Eq. (2.39). Ave es
deux nombres, nous initialisons l'ensemble des fontions modes ψs(τ0) (Eqs. (2.26)-
(2.27))
ψs(τ0) =
1√
2ω˜s(τ0)
,
ψs(τ0) = −
[
ω˜′s(τ0)
2ω˜s(τ0)
+ i ω˜s(τ0)
]
ψs(τ0) ,
ave ω˜s(τ0) = τ0ωs(τ0) =
√
s2 + τ20 χ0 et ω˜
′
s(τ0) = (2τ0 χ0 + τ
2
0 χ˙0)/2ωs(τ0).
3. On peut alors résoudre les équations du mouvement (2.11), (2.20) et (2.13)
φ¨(τ) +
3
τ
φ˙(τ) + χ(τ)φ(τ) = Hnσ ,
ψ¨s(τ) +
1
τ
ψ˙s(τ) + ω
2
s(τ)ψs(τ) = 0 ,
et
χ(τ)
λ
= φ2(τ)− v2 + N
τ2
∫ Λτ
0
s2ds
2π2
(2ns + 1) |ψs(τ)|2 .
4. On obtient ainsi les valeurs des fontions modes et de leur dérivées à l'instant nal :
ψs(τf ) et ψ˙s(τf ), ainsi que elles de la masse des exitations physiques et sa dérivée :
χ(τf ) ≡ χf et χ˙(τf ) ≡ χ˙f , à l'aide desquelles on alule la multipliité nale (2.36)
nas(τf ) +
1
2
= As(τf )
(
nas +
1
2
)
,
où le fateur d'ampliation est donné par
As(τf ) = 2 |βs(τf )|2 + 1 ,
ave (2.34)
|β∗s (τf )|2 = |ψ(0)s (τf )ψ′s(τf )− ψ(1)s (τf )ψs(τf )|2 .
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et (2.25)-(2.26)
ψ(0)s (τf ) =
1√
2ω˜s(τf )
,
ψ(1)s (τ0) = −
[
ω˜′s(τf )
2ω˜s(τf )
+ i ω˜s(τf )
]
ψ(0)s (τ0) ,
où ω˜s(τf ) =
√
s2 + τ2f χf et ω˜
′
s(τf ) = (2τf χf + τ
2
f χ˙f )/2ωs(τf ).
5. On répète les pas 2 à 4 autant de fois que possible, de façon à avoir une bonne
statistique.
6. Enn, on reommene ave d'autres valeurs des paramètres.
2.3.2 Cohérene physique du modèle et hoix des paramètres
Il est lair que le modèle eetif de basse énergie que nous utilisons ii n'a de sens
que pour des températures T ≪ Λ. De façon plus ne, le modèle σ-linéaire n'a pas de sens
pour des températures trop élevées devant la température ritique de la transition de phase
hirale Tc ≈ 160 MeV. En eet, à es températures, on doit tenir ompte des degrés de
libertés olorés que sont les quarks et les gluons, la température ritique de la transition de
déonnement étant du même ordre de grandeur. Pour la physique qui nous intéresse, on
doit ependant démarrer dans la phase symétrique (T > Tc), et on néglige le phénomène
du déonnement, sans toutefois aller trop haut en température.
Voyons d'abord quelles sont les limites imposées par la ohérene physique du modèle
sur les paramètres R0 et τ0 = t0. En e qui onerne la taille de la bulle initiale, nos
hypothèses ne sont valables que pour R0 & λT . En eet, l'hypothèse d'équilibre loal n'a
de sens que si les degrés de liberté du système utuent plus ou moins indépendamment de
l'environnement de la bulle. Dit d'une autre façon, nous avons vu que l'approximation de
hamp moyen onsiste à voir le système omme un ensemble d'exitations indépendantes de
masse eetive
√
χ0 ∼ √χT . Cette image n'a de sens que si le volume dans lequel vivent es
exitations est au moins supérieur à leur extension spatiale ∼ 1/√χ
T
. Nous n'exluons bien
évidemment pas la possibilité que l'instabilité que nous herhons à dérire se développe
dans une bulle plus petite, mais e sénario est en dehors du domaine d'appliabilité de
notre modèle. L'instant initial t0 est le temps de formation de notre bulle lors de la ollision.
Celui-i doit être supérieur au temps de formation d'une quasi-partiule qui est au moins
de l'ordre du temps aratéristique des interations fortes ∼ 1 fm. De même, il ne fait
auun sens de parler d'équilibre pour des temps inférieurs à ette éhelle. Enn, on a
t0 ≥ R0 & λT ∼ 1 fm pour les températures onsidérées.
Revenons maintenant à la question de départ : nous voulons estimer l'ordre de grandeur
de la limite supérieure
16
de la probabilité d'avoir une ampliation notable. Nous nous
plaçons don dans les onditions les plus favorables pour qu'une instabilité se développe.
Nous avons déjà vu que le trempage des utuations initiales est d'autant plus eae que
le terme de frition dans les équations du mouvement est grand. Celui-i étant inversement
proportionnel au temps, nous ommenerons l'expansion le plus tt possible, 'est à dire
16
Notre desription repose impliitement sur l'hypothèse que ette probabilité est rare. En eet, dans le
as ontraire il faudrait s'inquièter de la possibilité que plusieurs bulles développant des instabilités soient
formées lors de la ollision, et prendre en ompte les interations entre des bulles voisines. En partiulier,
l'hypothèse selon laquelle la valeur du paramètre d'ordre est onstant sur la surfae de la bulle n'aurait
alors auun sens.
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que nous prendrons
17 t0 = R0 = λT . Par soui de omparaison, nous étudierons aussi le
sénario t0 = R0 = 2λT .
Il pourrait sembler qu'une température initiale élevée (qui orrespond à une agitation
thermique plus grande, et don à une longueur de orrélation plus faible) soit préférable.
Cependant de trop fortes utuations initiales sont plus diiles à supprimer par trempage.
On peut le voir sur l'équation de gap (2.13) : il est d'autant plus faile d'entrainer le arré de
la masse eetive dans la région des valeurs négatives que la ontribution des utuations
〈 δφ2 〉 est petite (voir aussi la Fig. 1.3 dans le Chap. 1). Dans la suite, nous onsidèrerons
deux valeurs de la température initiale : T = 200 MeV et T = 400 MeV.
Le dernier point onerne le temps τf auquel on mesure la multipliité nale. Pour
l'ensemble des évènements onsidérés, le système atteint un régime stationnaire où χ(τ) ≈
m2π pour τ & 10 fm. On a alors un gaz de pions libres en expansion. Nous prendrons
τf = 10 fm.
2.3.3 Résultats
Nous résolvons numériquement les équations du mouvement en utilisant un algorithme
de Runge-Kutta d'ordre quatre [64℄, les intégrales sur les modes étant alulées par la
méthode de Simpson, orrigée par une méthode de trapèzes lorsque le nombre de points sous
l'intégrale est pair (rappelons que la borne d'intégration dépend du temps). Les équations
de gap à l'équilibre thermodynamique et à l'instant initial sont résolues par une simple
méthode de bissetion. Nous reproduisons les résultats des Réfs. [33, 34℄
18
(voir Fig. 2.2).
Quand le système entre dans la région d'instabilité spinodale χ < 0, les modes dont la
fréquene ωs devient imaginaire pure sont très fortement ampliés. Il est lair que l'am-
pliation est d'autant plus importante que s est petit : le fateur d'ampliation est une
fontion monotone déroissante de s. Dans la suite nous foalisons notre attention sur le
mode s = 0+, le plus amplié. Nous appelons P (A) la probabilité pour que le fateur
d'ampliation orrespondant, alulé à τf = 10 fm, ait la valeur A0 = A. La Fig. 2.4
représente les histogrammes des probabilités P (A) pour les quatres sénarios orrespon-
dant aux valeurs T = 200 et 400 MeV et R0/λT = 1 et 2.
Comme on s'y attend (voir la disussion plus haut), le as R0 = 2λT est le plus défa-
vorable en e qui onerne la possibilité de fortes ampliations. Dans tous les as, on voit
lairement que seule une petite fration des évènements orrespond à une ampliation
importante. Les histogrammes orrespondant au as R0 = λT sont assez bien représentés
par
P (A) =
0.805
(1 + 0.27A)3.21
,
pour T = 200 MeV, et
P (A) =
0.213
(1 + 0.032A)6.959
,
pour T = 400 MeV. Il est impossible de reproduire la queue des distributions par une loi
exponentielle du type P (A) ∝ exp(−aAb).
Il est intéressant de herher à aratériser les états initials destinés à être fortement
ampliés. Il semble qu'une ondition soit la petitesse relative de l'intensité du ourant iso-
vetoriel lassique, 'est à dire alulé ave le paramètre d'ordre φ, à l'instant initial. Les
17
Remarquons de plus que pour que l'hypothèse d'équilibre loal à l'instant initial ait un sens, nous
devons hoisir R0 aussi grand que possible, 'est à dire R0 = t0.
18
Nous remerions M. A. Lampert, de nous avoir ommuniqué les résultats de ses aluls
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Fig. 2.4: Le fateur d'ampliation du mode zéro dans les quatres sénarios suivant : T = 200
MeV et R0 = λT = 1.17 fm (3.2×104 évènements) ; T = 400 MeV etR0 = λT = 0.68 fm (104 évts) ;
T = 200 MeV et R0 = 2λT (2.5× 104 évts) ; T = 400 MeV et R0 = 2λT (104 évts).
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ourants iso-vetoriel et iso-axial lassiques sont dénis par
Vµ = pi × ∂µpi ,
Aµ = pi∂µσ − σ∂µpi ,
où l'on a érit φ ≡ (pi, σ). Les intensités initiales Vµ ·Vµ et Aµ ·Aµ de es ourants sont
représentées en fontion de l'ampliation nale A sur la Fig. 2.5 (dans le as T = 200MeV,
R0 = λT ). Il est intéressant de remarquer que dans le modèle lassique en 1+1 dimensions
(expansion longitudinale) des Réfs. [9, 14℄, la petitesse du rapport des valeurs initiales
des intensités des ourants vetoriel et axial est la ondition pour qu'aux temps longs
le paramètre d'ordre osille dans une diretion bien déterminée de l'espae d'isospin (voir
aussi le Chap. 1). Autrement dit, 'est la ondition pour avoir une onguration DCC. Dans
le as présent ependant, le hamp lassique formé dans l'état nal est une superposition
du paramètre d'ordre (le mode zéro) et des modes de grande longueur d'onde. Il n'est pas
lair que tous osillent olletivement dans la même diretion de l'espae d'isospin. Cette
question sera examinée dans le Chap. 3.
Nous voulons maintenant faire le lien ave la phénoménologie et déterminer quelles
sont les valeurs de l'ampliation qui donnent lieu à phénomène (potentiellement) observ-
able. Estimons la densité Edn/d3p de pions produits par unité invariante d'espae des
phases. Ces pions sont produits par les diérents éléments de volume en o-mouvement,
'est à dire qu'ils sont émis sur l'hypersurfae τ = τf . Les pions émis par l'élément de
volume τ3f sinh
2 η sin θ dη dθ dϕ = τ3f
√
hd3x, entré sur le point de oordonnées hyper-
bolique (η, θ, ϕ) ont, dans le référentiel où elui-i est au repos, une énergie ωs(τf ). Dans
un référentiel quelonque, et élément de volume est en mouvement ave la quadri-vitesse
uµ = dxµ/dτ , et la quadri-impulsion pµ des pions émis est telle que pµuµ = ωs(τf ).
Cette relation nous dit quelles sont les valeurs de l'impulsion k = s/τf qui ontribuent
à la quadri-impulsion pµ = (E, ~p) (p2 = χf ), ompte tenu du mouvement de l'élément
de uide. Par exemple, dans le référentiel où la bulle est globalement au repos, on a
pµuµ = E cosh η − p cos θ sinh η = ωs(τf ). La ontribution de et élément de volume à la
densité invariante Edn/d3p est proportionnelle à ns(τf ) p
µuµ d
4x
√−g δ(τ − τf ), où l'on a
érit l'élément de volume sous une forme manifestement invariante. Au total, on a don [65℄
E
dn
d3p
(p) =
∫
d4x
√−g δ(τ − τf ) f(x, p) pµuµ , (2.53)
où
19
f(x, p) =
N
(2π)3
ns(τ) .
L'intégrand dans (2.53) ne dépendant que de la quadri-impulsion pµ, Edn/d3p est une fon-
tion de l'invariant p2 = χ = te et est, par onséquent, onstante : on a un spetre plat20.
Cei est dû à l'idéalisation que nous avons adopté, qui onsiste à onsidérer que le système
est ouplé à un bain thermique pendant une durée innie ou, en d'autres termes, que l'ex-
pansion dure un temps inni. Par exemple, dans le référentiel où la bulle est globalement
au repos, aussi grand que soit le module p de l'impulsion onsidérée, il existe toujours un
ensemble d'éléments de volume qui se déplaent susament vite (ave une grande rapidité
19
La formule de Plank pour le rayonnement du orp noir est obtenue, à partir de l'Eq. (2.53), en
remplaçant la ontrainte τ = τf par t = te, de sorte que p
µuµ = E, et en prenant f(x, p) =
2(2π)−3[exp(E/T ) − 1]−1, le fateur 2 étant le nombre d'états de polarisation possibles du photon. Cet
exemple permet de xer les normalisations.
20
Le spetre déroissant obtenu dans les Réfs. [33, 34℄ est inorret. Cei a été onrmé en privé par
F. Cooper.
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Fig. 2.5: Les valeurs initiales des intensités des ourants iso-vetoriel et iso-axial lassiques or-
respondant aux ampliations observées dans l'état nal. On a alulé la valeur moyenne des
intensités sur l'ensemble des évènements dont l'ampliation est omprise entre 0 et 50, 50 et
100, et 100 et 150. Les barres d'erreurs représentent les inertitudes statistiques. En moyenne, les
évènements ayant subit une forte ampliation se distinguent des autres par la petitesse relative
de l'intensité initiale du ourant vetoriel.
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radiale) et qui ontribuent à la densité invariante. On peut modéliser grossièrement l'eet
de la durée nie du régime d'expansion en limitant l'intégrale sur la variable de rapidité
dans l'Eq. (2.53) aux valeurs η < ηsup, où ηsup reète l'inuene de l'environnement de la
bulle. Dans e as, haque élément de volume en o-mouvement émettant essentiellement
des pions de basse énergie (dans son référentiel propre), le spetre (2.53) est oupé pour
des valeur de l'impulsion psup ∼ χf sinh ηsup. Une disussion de es aspets néessite la
modélisation de la ollision dans son ensemble, e qui dépasse le adre de notre étude. La
multipliité totale (irréalistement innie dans notre as) dépend fortement de ette oupure,
et ne peut être estimée de façon able dans e modèle. Cependant, la formule (2.53) (voir
aussi (2.54) plus loin) est probablement une estimation raisonnable de la densité invariante
de pions de basse énergie. On érit
E
dn
d3p
(~p) = E
dn
d3p
(~p = ~0) =
N
χf
∫ Λτf
0
s2ds
2π2
ns(τf ) .
Pour les évènements ayant subi une forte ampliation, la multipliité est approximative-
ment proportionnelle au fateur d'ampliation du mode le plus amplié. Sur la Fig. 2.6
on a représenté la quantité c dénie par :
E
dn
d
3p
= cA . (2.54)
en fontion de A, pour un ensemble d'évènements tels que A > 20, dans le as T = 200MeV
et R0 = λT . Le nombre c utue relativement peu d'un évènement à l'autre pour A & 30.
On observe la même hose pour T = 400 MeV. On a c ≃ 5 GeV−2 dans les deux as.
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Fig. 2.6: La onstante c (Eq. (2.54)) en fm2 pour quelques (268) évènements dans le sénario
T = 200 MeV, R0 = λT . A gauhe, on a représenté c en fontion de l'ampliation A pour A > 20,
à droite, l'histogramme orrespondant, restreint aux évènements tels que A > 30. Pour es derniers
on observe < c >= 0.19 fm2, ave ∆c = (< c2 > − < c >2)1/2 = 8 × 10−2 fm2. On obtient un
résultat similaire dans le as T = 400 MeV.
Cette estimation est à omparer ave la densité de pions mous produits par unité
d'espae des phases lors d'une ollision d'ions lourds. Il est instrutif de onsidérer l'exemple
simple suivant : dans une ollision typique, le spetre de pions émis est relativement plat
dans la région entrale de rapidité y ≃ 0, où y = (1/2) ln[(E+ pz)/(E − pz)] est la rapidité
longitudinale (z est l'axe de la ollision). Dénotons par h la hauteur de e plateau. Dans
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la région entrale, on peut parametriser le spetre inlusif par
E
dn
d3p
∣∣∣∣
incl
=
dn
dy d2pt
∣∣∣∣
incl
=
h
π〈p2t 〉
exp
(
− p
2
t
〈p2t 〉
)
.
Dans les ollisions entrales Pb-Pb au SPS du CERN, on observe [66℄ un nombre de l'ordre
de 200 π− par unité de rapidité, 'est à dire, pour tous les pions, h = dn/dy ≈ 600. Don,
la densité de pions de très faible impulsion transverse pt ≃ 0, vaut approximativement
1900 GeV−2, où on a pris 〈p2t 〉 = 0.1 GeV2. Les utuations de ette densité sont ∼√
h/π〈p2t 〉 ≈ 75 GeV−2. Pour que notre signal soit observable, il doit se détaher de es
utuations statistiques. D'après l'estimation (2.54), on voit que le signal est supérieur à
trois fois la utuation si A & 45. Dans le as R0 = λT , la probabilité orrespondante est
approximativement
Proba(A > 45) ≈ 4× 10−3 , (2.55)
aussi bien pour T = 200 MeV que pour T = 400 MeV. Cette estimation nous donne l'ordre
de grandeur de la limite supérieure de la probabilité d'avoir une ampliation observable. Il
s'agit, bien sûr, d'une probabilité onditionnelle, puisque notre alul repose sur l'hypothèse
selon laquelle notre bulle est initialement dans un état d'équilibre thermique loal (ou, e
qui a un sens plus faible, que les utuations initiales sont orretement dérites par un
ensemble thermique loal).
2.4 Conlusion et ommentaire
Résumons-nous : dans le adre le plus ourament utilisé dans la littérature sur les DCC
(modèle σ-linéaire, approximation de hamp moyen, équilibre loal à l'instant initial), nous
avons onstruit une méthode originale d'éhantillonnage des valeurs initiales du paramètre
d'ordre et de sa dérivée temporelle, qui spéient omplètement l'état initial du système.
Nous plaçant dans le adre le plus favorable possible pour générer une forte amplia-
tion des modes de grande longueur d'onde (expansion sphérique, taille initiale de la bulle
aussi petite que possible), et ombinant le formalisme des Réfs. [33, 34, 60℄ ave notre
méthode, nous avons alulé la distribution des valeurs possibles du fateur d'amplia-
tion (Eq. (2.37)) du mode le plus amplié. Une analyse phénoménologique simple nous
permet alors d'estimer la probabilité d'avoir une ampliation donnant lieu à un signal
détetable (Eq. (2.55)). Celle-i s'avère assez faible, grossièrement de l'ordre de 10−3 pour
une ollision entrale Pb-Pb au SPS du CERN. Ce résultat doit enore être multiplié par la
probabilité pour que nos hypothèses soient vériées dans une ollision réelle. Le alul de
ette dernière néessite une desription de l'ensemble de la ollision, e qui va bien au-delà
de l'étude présentée ii.
Il est raisonnable de penser que notre estimation, même si elle est très approximative,
donne l'ordre de grandeur auquel il faut s'attendre et doit don être prise en ompte aussi
bien par les expérimentateurs hasseurs de DCC que par les théoriiens. En partiulier,
il ressort de notre étude que la probabilité pour que plusieurs bulles subissant une forte
ampliation soient formées lors d'une ollision est faible
21
. De plus, du point de vue
expérimental, les analyses globales sont à prosrire, au bénée d'analyses évènement-par-
évènement.
21
Si plusieurs DCC sont formés durant une ollision, leurs orientations respetives étant indépendantes,
la distribution en harge du nombre total de pions émis (f. Eq. (1.3)) devient de plus en plus piquée autour
de la valeur moyenne 1/3 à mesure que le nombre d'émetteurs augmente [67℄.
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Nous terminerons e hapitre par un ommentaire onernant l'attitude générale que
nous avons adopté quant à sa présentation : nous avons alulé la probabilité d'avoir une
ampliation donnée, ayant en tête le fait que e phénomène orrespond à la formation
d'un DCC [16℄. Cependant, une étude réalisée ultérieurement (f. Chap. 3) indique que la
situation n'est pas aussi laire. En eet, nous verrons que si le méanisme du trempage est
responsable de la formation d'un hamp lassique de pion - e qui est une aratéristique
essentielle de la onguration DCC - il ne sut pas à générer la struture d'isospin du DCC.
Le alul présenté dans e hapitre, initialement onçu omme un alul de la probabilité de
formation d'un DCC [48℄, orrespond don plutt au alul de la probabilité de formation
d'un hamp de pion lassique. Cei n'aete ependant en rien la pertinene de notre
résultat.
Chapitre 3
Desription mirosopique de la
formation d'un DCC
Nous avons vu dans les hapitres préédents que le sénario du trempage prévoit la
formation d'un hamp de pion lassique lors du passage rapide de la transition de phase
hirale dans une ollision d'ions lourds ultra-relativistes. Ce sénario, initialement proposé
par Rajagopal et Wilzek en 1993 [16℄, a été largement admis omme une desription
mirosopique de la formation d'un ondensat hiral désorienté, un état hypothétique du
hamp de pion proposé au début des années 1990 [8, 9, 13℄. La orrespondane entre
la onguration du hamp issue du trempage d'un état thermique et elle proposée au
début des années 1990 n'est ependant pas laire. Par exemple, les fortes utuations de
la fration de pions neutres prévues dans l'hypothèse du DCC n'ont jamais été observées
dans le sénario du trempage [25, 30, 68℄.
La onguration DCC est aratérisée par trois points essentiels [14, 35, 69℄ :
1. 'est une exitation ohérente du hamp, une onguration essentiellement lassique,
2. haque omposante de Fourier du hamp osille dans une diretion bien déterminée
de l'espae d'isospin,
3. les orientations des diérents modes sont alignées dans une seule et même diretion.
L'objet de e hapitre est l'analyse statistique détaillée de la onguration du hamp de
pion produit par trempage, le but étant de déterminer si la struture dérite i-dessus est
réalisée de façon générique dans e sénario.
Pour e faire, nous reprenons le modèle original de [16℄ dans lequel le système, ini-
tialement dans un état symétrique évolue selon les équations du mouvement du modèle
σ-linéaire lassique. Les motivations de e hoix sont multiples. D'abord, les eets quan-
tiques ne sont pas de première importane, le système étant essentiellement lassique [35℄.
De plus, nous ne savons traiter eux-i de façon simple que dans l'approximation de hamp
moyen où les diérents modes sont indépendants les uns des autres. Ce traitement n'est
don pas adapté à l'étude des orrélations entre les modes. Nous avons vu dans le hapitre
préédent que dans un sénario plus réaliste, où le trempage est dû à l'expansion rapide,
le système n'entre que très rarement dans la région d'instabilité, e qui nous oblige à avoir
une statistique importante pour l'étude des ongurations intéressantes. Dans le modèle
statique de [16℄ où le trempage est réalisé de manière artiielle, le système démarre dans
la région spinodale et tous les évènements sont ampliés. Enn, l'étude que nous nous
proposons de réaliser remet en question une idée largement admise. Il est don préférable
de raisonner dans le adre le plus simple de façon à ne pas obsusrir notre argumentation.
Nous ommençons par rappeler en détails le modèle de Rajagopal et Wilzek, puis nous
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onstruisons les outils nous permettant d'étudier la struture d'isospin du hamp. Nous
présentons ensuite les résultats de l'analyse statistique de l'état nal, que nous omparons
à des travaux antéédents. Enn nous disutons les impliations de notre étude tant du
point de vue phénoménologique qu'en e qui onerne la ompréhension mirosopique de
la formation d'un DCC. Ce travail à été publié dans la revue Phys. Rev. D [70℄.
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3.1 Le formalisme
3.1.1 Le modèle de Rajagopal et Wilzek
Nous avons déjà introduit e modèle dans le Chap. 1. Nous le dérivons ii en détail.
Le paramètre d'ordre de la symétrie hirale est représenté par un hamp vetoriel à quatre
omposantes : φ = (pi, σ), et son évolution temporelle est gouvernée par les équations du
mouvement du modèle σ-linéaire lassique (f. Eq. (1.4))
(
∂2 − λv2 + λφ2(~x, t))φ(~x, t) = Hnσ , (3.1)
où les paramètres v, λ et H sont déterminés à partir des quantités physiques1 mπ =
135 MeV, fπ = 92.5 MeV et mσ = 600 MeV à travers les relations
H = fπm
2
π ,
m2π = λ
(
f2π − v2
)
,
m2σ = λ
(
3f2π − v2
)
.
Nous résolvons numériquement es équations sur un réseau ubique de maille a et de volume
V = L3, où L = Na. Pour e faire, nous devons spéier les onditions aux bords, ainsi
que l'ensemble des valeurs du hamp φ et de sa dérivée temporelle ∂tφ ≡ φ˙ en haun des
n÷uds du réseau à l'instant initial.
Suivant [16℄, la onguration initiale est éhantillonnée à partir d'une distribution
symétrique reétant un état thermique à une température T > Tc : les valeurs de φ
et φ˙ aux diérents noeuds du réseau sont des variables aléatoires gaussiennes indépen-
dantes de moyennes φ = φ˙ = 0 et de varianes respetives2 〈φ2j 〉 = v2/16 et 〈φ˙2j 〉 = v2/4
(j = 1, 2, 3, 4), en unités du pas du réseau. L'indépendane statistique des valeurs du hamp
et de sa dérivée en diérents n÷uds du réseau signie que le pas a a un sens physique : 'est
la longueur de orrélation du hamp (dégénérée en pi et σ) à la température T . Nous pren-
drons, ave Rajagopal et Wilzek, a = (200MeV)−1 = 1 fm. Nous avons déjà mentionné,
dans le Chap. 1, le fait que bien que les valeurs des varianes du hamp et de sa dérivée
soient hoisies arbitrairement dans [16℄, e hoix a reçu une justiation ave les travaux
ultérieurs de Randrup [29℄ : la valeur donnée i-dessus est approximativement égale à la
valeur typique du arré des utuations, après que l'expansion ait emmené le système au
÷ur de la région d'instabilité spinodale (f. Fig. 1.3). Ce trempage artiiel permet de
nous limiter aux ongurations qui subissent une forte ampliation, les seules qui nous
intéressent ii.
Nous dénotons par ϕ(~k, t) et ϕ˙(~k, t) les omposantes de Fourier du hamp et de sa
dérivée temporelle à l'instant t et hoisissons des onditions aux bords de Neumann, de
sorte que es omposantes soient réelles. Ce n'est pas là un point essentiel, mais e hoix
s'avère plus judiieux
3
que des onditions périodiques pour e qui est de disuter le problème
1
Nous suivons ii le hoix de [16℄ pour les valeurs des quantités physiques, de façon à tester nos résultats
en les omparant aux leurs.
2
Dans [16℄, les varianes sont données pour les longueurs des veteurs φ et φ˙, par exemple 〈φ2〉 =∑4
j=1〈φ2j 〉 = v2/4.
3
Ave des onditions aux bords périodiques, les omposantes de Fourier sont des nombres omplexes
dont les parties réelle et imaginaire jouent le rle de deux degrés de liberté distints. C'est un artefat des
onditions périodiques que es deux degrés de liberté soient réunis pour dérire un seul et même mode
de Fourier (à e propos, voir l'Annexe E). Pour disuter les questions des trajetoires des ondes
~k dans
l'espae d'isospin, ainsi que des orrélations entre elles-i, il est préférable que les omposantes de Fourier
soient des nombres réels.
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de la polarisation
4
des ondes ϕ(~k, t) dans l'espae d'isospin. On a (f. Annexe D)
ϕ(~k, t) =
(
2
L
)3/2 ∫
V
d3x cos(kxx) cos(kyy) cos(kzz)φ(~x, t) , (3.2)
ϕ˙(~k, t) =
(
2
L
)3/2 ∫
V
d3x cos(kxx) cos(kyy) cos(kzz) φ˙(~x, t) . (3.3)
L'espae de Fourier est un réseau disret de pas ∆k = π/Na et, les fontions modes étant
périodiques et paires dans haune des diretions, on se limite au ube 0 ≤ ki ≤ π/a.
L'évolution hors d'équilibre du système génère une ampliation importante de l'ampli-
tude des osillations des ondes ϕ(~k, t) orrespondant au modes de grande longueur d'onde
(f. Fig. 3.1), et e dans haune des diretions d'isospin. Ce phénomène explique la for-
mation possible d'un hamp de pion fort (lassique), 'est la première ondition pour avoir
une onguration DCC. Pour que les deux autres onditions énumérées dans l'introdution
soient satisfaites, les ampliations de diérentes omposantes d'isospin d'un même mode
doivent être telles que les ondes ϕ(~k, t) soient linéairement polarisées dans l'espae d'isospin
('est à dire que le veteur ϕ osille le long d'un axe dans et espae), et les ampliations
de diérents modes doivent être orrélées entre elles, de façon à e que les modes osillent
tous le long du même axe. Nous reviendrons sur es aspets de manière plus préise dans
la suite de notre exposé, le point important ii est le fait que, dans une onguration DCC,
ou plus exatement, dans un ensemble statistique dont une onguration générique est de
type DCC, les diérents modes sont fortement orrélés.
Le point de départ de notre étude est la remarque suivante : les valeurs de φ et φ˙ en
diérents n÷uds du réseau sont supposées être des nombres aléatoires gaussiens indépen-
dants. Il est faile de voir (f. Annexe D) que ela implique que les valeurs des omposantes
de Fourier ϕ et ϕ˙ sur les n÷uds du réseau réiproque sont aussi des nombres gaussiens
indépendants. En d'autres termes, il n'existe pas de orrélations entre les modes dans l'état
initial. Pour réer une onguration DCC, le méanisme du trempage doit, non seulement
être eae en e qui onerne l'ampliation des modes (et il l'est), mais il doit aussi être
apable de générer des orrélations entre les modes ampliés, e qui est loin d'être une
évidene (f. Eq. (3.1)).
3.1.2 Observables
Notre but est de tester si la onguration générique issue du sénario du trempage est
de type DCC. En d'autres termes, nous voulons analyser ertains détails de l'ensemble
statistique dérivant l'état nal, en partiulier les polarisations des modes et leurs orre-
lations. Pour e faire, nous allons onstruire ertains outils permettant de formaliser et de
quantier les notions dont nous avons besoin, en partiulier la polarisation des ondes ϕ.
Nous prenons le parti de onstruire le modèle le plus simple possible, de façon à ne pas
obsurir notre argument.
Dans e modèle simple, bien que la taille de la boite soit xée, nous avons en tête
un système en expansion rapide (l'hypothèse du trempage est une idéalisation de l'eet
de l'expansion). Dans ette image, après un ertain temps, le système est si dilué que les
modes de Fourier déouplent les uns des autres et évoluent librement. La modélisation la
plus simple
5
de et eet onsiste à arrêter à la main l'évolution ouplée (régie par les
4
Dans la suite, nous appelerons (iso-)polarisation de l'onde
~k, la trajetoire dans l'espae d'isospin
dérite au ours du temps par le veteur ϕ(~k, t).
5
Nous négligeons la durée nie de la période de déouplage, pour laquelle une modélisation plus préise
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équations du mouvement (3.1)) à un temps de déouplage tf (freeze-out). La onguration
du hamp à l'instant tf joue le rle d'une soure lassique rayonnant des pions, on peut la
voir omme la ondition initiale de l'évolution ultérieure libre, les fontions ϕj(~k, t > tf )
représentant les ondes assoiées à la propagation des pions rayonnés par ette soure. Les
propriétés de eux-i sont don entièrement déterminées par la onguration du hamp à
l'instant de déouplage tf .
Donnons un aspet plus formel à ette image. Les quanta émis par une soure lassique
sont dans un état ohérent [71℄ (dans la suite, nous nous limitons au seteur des pions)
|α, tf 〉 = exp
(∫
d3k α(~k, tf ) · a†(~k)
)
|0〉 , (3.4)
ave
α · a† =
3∑
j=1
αja
†
j ,
où a†j(
~k) est l'opérateur de réation d'un pion libre, de omposante d'isospin j et d'impulsion
~k, et αj(~k, tf ) est la valeur propre de l'opérateur d'anihilation orrespondant (tf est un
paramètre), orrespondant à l'état propre (3.4). C'est aussi la omposante de Fourier de
la soure lassique qui rayonne les pions [35℄, elle est déterminée par la onguration du
hamp lassique à l'instant tf à travers la relation
6
α(~k, tf ) =
iϕ˙(~k, tf ) + ωkϕ(~k, tf )√
2ωk
, (3.5)
où ωk =
√
k2 +m2π. Nous avons déjà mentionné le fait que l'état (3.4)-(3.5) doit être vu
omme la ondition initiale pour l'évolution ultérieure (t > tf ), supposée libre et, de e
fait, ontient toute l'information utile. En fait, l'idée de l'évolution ultérieure libre n'est
pas néessaire, l'état du système à l'instant tf étant tout e qui nous intéresse. Il est
ependant instrutif d'introduire ette idée qui nous permettra de nous faire une image
physique laire et simple des quantités pertinentes à mesurer. Pour alléger les notations,
nous omettrons dorénavant d'indiquer expliitement la dépendane en tf . Nous érirons
par exemple, α(~k) pour α(~k, tf ), et α(~k, t) pour α(~k, t > tf ). De plus, tant que nous
foaliserons notre attention sur un mode
~k donné, nous omettrons l'indie ~k, lequel sera
réintroduit quand e sera néessaire. L'évolution ultérieure s'érit don
α(t) = α e−iω (t−tf ) . (3.6)
Le nombre moyen de quanta d'isospin j assoié à ette onde est indépendant du temps et
vaut
n¯j = 〈α|a†jaj |α〉 = |αj(t)|2 = |αj |2 . (3.7)
Enn, la fration f de pions neutres dans un mode ~k donné est (0 ≤ f ≤ 1)
f =
n¯3
n¯1 + n¯2 + n¯3
. (3.8)
du phénomène est néessaire. Nous supposons que tous les modes déouplent au même instant tf , qui peut
être vu omme la n d'une période ommune de déouplage, laquelle est impliitement supposée être très
ourte devant l'éhelle de temps aratéristique ∼ 1 fm.
6
On peut voir la onguration lassique du hamp à l'instant tf omme la valeur moyenne du hamp
quantique orrespondant dans l'état ohérent (3.4).
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Pour aratériser la struture d'isospin de la onguration du hamp à l'instant tf , nous
introduisons le onept de polarisation des ondes sortantes dans l'espae d'isospin : 'est la
trajetoire dérite par l'extrémité du veteur ϕout(t) ≡ ϕ(t > tf ) dans l'espae d'isospin.
On a
ϕout(t) =
√
2
ω
Reα(t) (3.9)
ϕ˙out(t) =
√
2ω Imα(t) . (3.10)
Tout d'abord, il est faile de voir que e mouvement est planaire : en eet, le veteur
I = ϕout × ϕ˙out, qui est l'analogue du moment angulaire en méanique du point7, est
indépendant du temps. La trajetoire de ϕout est don une ellipse8 dans le plan perpendi-
ulaire à I. Appellons u et L (v et l) la diretion et la longueur du grand (petit) demi-axe
de ette ellipse, omme indiqué sur le shéma de la Fig 3.1 (u2 = v2 = 1, u.v = 0,
I = ωlLu× v). On a alors
α(t) =
√
ω
2
(Lu+ il v) e−i(ω (t−tf )+η) , (3.11)
où η est un fateur de phase à déterminer à partir de l'Eq. (3.6), ainsi d'ailleurs que les
longueurs L et l, et les diretions u et v. Ave ette paramétrisation, il vient, pour le
v
u
l
L
Fig. 3.1: Trajetoire elliptique du veteur ϕout dans le plan perpendiulaire à I = ϕout × ϕ˙out.
nombre d'oupation moyen (3.7)
n¯j =
ω
2
(
L2 uj
2 + l2 vj
2
)
,
et la fration de pions neutres (3.8)
f =
L2 u3
2 + l2 v3
2
L2 + l2
. (3.12)
7
I~k est la omposante
~k du générateur des rotations dans l'espae d'isospin
∫
d3xφ(~x, t) × φ˙(~x, t) ∝∫
d3kϕ(~k, t)× ϕ˙(~k, t), lequel est onservé. Pour t > tf les modes sont déouplés et haque omposante I~k
est onservée.
8
C'est la trajetoire périodique aratérisée par une éhelle de temps unique (ii 1/ω) la plus générale
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Une mesure direte de la polarisation de l'onde sortante ϕout est donnée par l'exentriité9
de l'ellipse (3.11), dénie omme le rapport des longueurs des petit et grand demi-axes :
e = l/L (0 ≤ e ≤ 1). Le alul de ette quantité à partir de la onguration à l'instant
tf est simple. Le nombre total de pions dans le mode ~k, n¯ =
∑3
j=1 n¯j , est égal à l'énergie
dans le mode
~k divisée par l'énergie d'un pion :
n¯ =
ϕ˙2(tf ) + ω
2 ϕ2(tf )
2ω
,
où l'on a noté φ2 = φ · φ et de même pour ϕ˙2. En utilisant la paramétrisation (3.11) à
t = tf , on obtient les relations
l2 + L2 =
2
ω
n¯ , l L =
I
ω
,
où I est la longueur du veteur d'isospin I = ϕ(tf )× ϕ˙(tf ) déni plus haut. On en déduit
les longueurs
l2 =
n¯−√n¯2 − I2
ω
, L2 =
n¯+
√
n¯2 − I2
ω
,
et l'exentriité
e2 =
n¯−√n¯2 − I2
n¯+
√
n¯2 − I2 . (3.13)
Ave es dénitions en main, onsidérons le as de la polarisation retiligne (ou linéaire).
L'onde
~k est polarisée linéairement si le veteur ϕout~k
osille le long d'un axe donné : ϕout~k
et
ϕ˙out~k
sont ollinéaires. La polarisation retiligne est don aratérisée par le fait que I~k = 0,
ou enore : l~k = 0, e~k = 0. On a don
αlinaire(~k, t) = α(~k) e
−iωk (t−tf ) u~k ,
flinaire(~k) = cos
2 θ~k , (3.14)
où θ~k est l'angle entre la diretion d'osillation u~k et l'axe π3 de l'espae d'isospin. Aussi bien
la dynamique (Eq. 3.1) que l'ensemble statistique dérivant l'état initial sont invariants sous
le groupe O(3) des rotations dans l'espae d'isospin : il n'existe auune diretion privilégiée.
Don, si une telle onde, polarisée linéairement, est produite de façon générique dans l'état
nal, la distribution des valeurs de la fration neutre f(~k) sera donnée10 par la loi en 1/
√
f
(f. Eq. (1.3)). Cei reste approximativement vrai dans le as, plus réaliste, où les ondes
sortantes ont une polarisation quasi-retiligne (l~k ≪ L~k). Il est important de remarquer
que, s'il est toujours possible d'érire la fration neutre f(~k) (Eq. (3.8)) omme le arré du
9
Pour se faire une image du sens physique de l'exentriité, il sut de penser à une expériene de
polarisation d'ondes lumineuses (dispositif de type polariseur-analyseur). Dans le as des ondes de pions,
on déompose la polarisation sur la base des états de polarisation linéaire |π−〉, |π0〉 et |π+〉, les rles des
analyseurs étant joués par des déteteurs sensibles à es états de harges respetifs.
10
Dans un espae à trois dimensions, la diretion aléatoire u est reperée par les deux angles (θ, ϕ). Si
toutes les diretions sont équiprobables, la probabilité pour que la diretion u soit dans l'angle solide
d2Ω = sin θ dθ dϕ entré autour de la diretion (θ, ϕ) est d2Ω/4π. La probabilité pour que cos2 θ soit
ompris entre f et f + df s'érit P (f)df , ave
P (f) =
∫ π
0
sin θ dθ δ(f − cos2 θ) =
∫ 1
0
dx δ(f − x2) = 1
2
√
f
.
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osinus d'un ertain angle χ~k, elui-i n'a pas, en général, la signiation d'une orientation
aléatoire uniforme dans l'espae d'isospin. La loi en 1/
√
f n'est valable que dans le as de
la polarisation linéaire (voir par exemple l'Annexe E).
Considérons maintenant la onguration DCC idéale, telle qu'elle a été proposée au
début des années 1990 : tous les ϕout~k
sont linéairement polarisés, et osillent dans la même
diretion
11 u :
αDCC(~k, t) = α(~k) e
−iωk (t−tf ) u .
Dénissant la fration du nombre total de pions neutres
f tot =
N3
N1 +N2 +N3
, (3.15)
ave Nj =
∫
d3k n¯j(~k), on a
f totDCC = cos
2 θ ,
où θ est l'angle entre la diretion u et l'axe π3. Pour un DCC idéal, la fration neutre totale
est distribuée selon la loi en 1/
√
f . Dans une situation plus réaliste, on s'attend à e que
seuls les modes ampliés ontribuent à la struture du DCC. Il faudrait don ne onsidéder
que les modes de grande longueur d'onde dans (3.15). De plus, il est peu probable que les
ondes ϕout~k
aient une polarisation stritement retiligne, ni même qu'elles soient stritement
alignées les unes ave les autres, et on s'attend à des déviations à la loi idéale. Le point
lef de la onguration DCC est le fort degré de orrélation entre les modes. Introduisons
la fontion de orrélation
CO(~k,~k
′) =
〈O(~k)O(~k′) 〉c√
〈O2(~k) 〉c 〈O2(~k′) 〉c
, (3.16)
où 〈AB〉c = 〈AB〉 − 〈A〉 〈B〉, 〈...〉 désigne la moyenne statistique, et O représente une
observable quelonque. Les observables pertinentes pour l'étude des orrélations entre po-
larisations, sont la fration neutre f (Eq. (3.8)) et l'exentriité e (Eq. (3.13)).
3.2 Les résultats
Nous travaillons ave un réseau ubique de taille N = 64. Les équations du mouvement
(3.1) sont résolues numériquement à l'aide de l'algorithme dit straggered leap-frog [64℄
ave un inrément de temps ∆t = 0.04a. Les omposantes de Fourier (3.2)-(3.3) sont
alulées numériquement par une méthode de type Fast Fourier Transform, adaptée aux
onditions aux bords utilisées ii [64℄ (voir Annexe D). Ave une onguration initiale
donnée, on peut suivre l'évolution temporelle des ϕ(~k, t). Nous reproduisons omplètement
le résultat de la Réf. [16℄, que nous rappellons brièvement ii (voir aussi le Chap. 1).
Nous alulons à haque instant la moyenne de ϕ2j (
~k, t) sur le volume de l'espae des
phases délimité par les sphères de rayons k ± δk/2, où k = ||~k||, ave δk = 0.057a−1.
L'évolution temporelle de ette quantité est traée, pour diérentes valeurs de k, sur la
Fig. 1.1 dans le Chap. 1
12
. Dans les diretions d'isospin (j = 1, 2, 3), les modes de basse
11
Le DCC est un état d'isospin total nul :
∫
d3k I~k = 0. Cei est lairement spéié dans la réf. [35℄, et est
une hypothèse, plus ou moins expliite, dans tous les artiles originaux, où l'idée du DCC a été proposée.
12
Les Figs. 1.1 et 1.2 ont été obtenues ave des onditions aux bords périodiques, pour des raisons teh-
niques : le proessus de moyennage de la Réf. [16℄, dérit dans le texte, est alors plus faile à implémenter.
La quantité à moyenner est alors |ϕj |2. De plus, la normalisation des oeients de Fourier a été hoisie
identique à elle de [16℄ pour failiter la omparaison.
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fréquene sont fortement ampliés et osillent en phase ave une période π/ωk ≃ π/mπ.
Ni ampliation, ni osillations olletives ne sont observées dans la diretion σ (j = 4).
Ce omportement moyen s'explique, de manière qualitative, à l'aide des arguments de
hamp moyen [16℄ exposés dans le Chap. 1. En résumé : pour les temps ourts (t . 10a),
la ourbure du potentiel eetif, 'est à dire la masse eetive au arré, est négative (f.
Fig. 1.2), et les modes de grande longueur d'onde, dont la fréquene est imaginaire pure,
sont ampliés. C'est l'instabilité spinodale, que nous avons eu maintes fois l'oasion de
disuter. L'ampliation ultérieure (10a . t . 50a) est due aux osillations régulières de
la valeur moyenne du hamp autour de sa valeur asymptotique fπ. C'est la résonnane
paramétrique [21, 22, 23℄. Le phénomène d'ampliation est évidemment transitoire et,
pour des temps susament longs (t & 100a), l'énergie initiale est équi-répartie entre tous
les modes, le système est dans un état d'équilibre stationnaire.
Ii, notre but est l'analyse statistique détaillée de la struture d'isospin de l'état -
nal, où le hamp a été fortement amplié, la question étant de savoir si des orrélations
entre les polarisations des diérents modes ont été générées ave l'ampliation. Au vu
de la disussion préédente, il est intéressant de diserner entre les diérents méanismes
responsables de l'ampliation. Dans la suite, nous présentons don des résultats pour
deux valeurs du temps de déouplage : tf = 10a (ave une statistique de 21 × 103 évène-
ments), qui orrespond à la n de la période d'instabilité spinodale, et tf = 56a (10.9×103
évènements), temps auquel l'ampliation moyenne (f. Eq. (3.17) plus bas) est maxi-
male. Par soui de larté, nous ne onsidérerons que les modes
13 ~k = (k = n∆k, 0, 0),
où ∆k = π/Na ≈ 10 MeV. De plus, le modèle σ-linéaire étant une théorie eetive aux
éhelles . 100 MeV, nous ne onsidérons que la fenêtre 0 ≤ n ≤ 15.
Dénissons le fateur d'ampliation du mode k à l'instant tf :
A(k, tf ) = P (k, tf )
P (k, 0)
, (3.17)
où
P (k, t) = ωk
3∑
j=1
n¯j(k, t)
est la densité moyenne d'énergie dans le mode k à l'instant t. Les nombres d'oupation
moyens n¯j(k, t) orrespondant sont alulés à partir de la onguration du hamp à l'instant
t, au moyen des Eqs. (3.5) et (3.7). La dépendane ave k de la moyenne statistique du
fateur d'ampliation 〈A(k, tf )〉 est présentée Fig. 3.2. Le omportement observé est bien
elui attendu : les amplitudes des modes de grande longueur d'onde sont ampliés par
rapport aux autres. Pour tf = 10a on note un aord semi-quantitatif ave les arguments de
hamp moyen (voir le Chap. 1, Eqs. (1.6)-(1.7)) qui prévoient une ampliation monotone
des modes tels que k . fπ, ampliation d'autant plus importante que k est petit. La fenêtre
des modes ampliés est onsidérablement diminuée et l'ampliation moyenne augmentée
dans le as tf = 56a.
Le omportement qualitatif de l'ampliation moyenne en tant que fontion de l'impul-
sion k, en partiulier la déroissane monotone, est don assez bien dérit par l'approxima-
tion de hamp moyen. Il est intéressant d'aller plus loin et de aratériser plus préisément
la distribution des valeurs du fateur d'ampliation. Les histogrammes de ette distribu-
tion pour le mode zéro, le plus amplié en moyenne, sont représentés Fig. 3.3, aux instants
13
En pratique nous alulons les modes (n, 0, 0), (0, n, 0) et (0, 0, n) et prenons la moyenne des trois
ontributions, exploitant l'invariane du problème sous les rotations spatiales et augmentant ainsi la statis-
tique. Le raisonnement ne s'appliquant pas pour n = 0, la statistique pour e mode est trois fois moindre
que pour les autres.
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Fig. 3.2: Le fateur d'ampliation moyen 〈A(k, tf )〉 en fontion de l'impulsion k (en MeV) pour
tf = 10a (à gauhe) et tf = 56a (à droite). Les barres d'erreur représentent l'inertitude statistique
et les lignes en traits tirés servent de guides pour l'÷il. L'ampliation moyenne est une fontion
monotone déroissante de l'impulsion, omme le prévoit l'approximation de hamp moyen.
tf = 10a et tf = 56a. Dans les deux as on observe de très fortes utuations du fateur
d'ampliation autour de sa valeur moyenne. Supposons que, pour un évènement donné,
l'ampliation A(k) dans le mode k soit supérieure à sa valeur moyenne 〈A(k)〉. L'am-
pliation A(k + δk) dans un mode voisin est-elle aussi supérieure à sa valeur moyenne ?
Autrement dit, le fateur d'ampliation est-il, évènement par évènement, une fontion
déroissante de l'impulsion ? La réponse est non, omme le montre la Fig. 3.4 qui représente
la fontion de orrélation CA dénie par l'Eq. (3.16) ave O ≡ A. La déroissane monotone
du fateur d'ampliation ave l'impulsion n'est qu'une propriété moyenne. Cette absene
de orrélations entre les ampliations dans diérents modes
14
n'a pas de onséquenes très
importantes du point de vue phénoménologique. En eet, en pratique on mesure le nombre
total (hargés et neutres) de pions moyenné sur des bin dans l'espae des phases. Les am-
plitudes totale des modes étant indépendantes, e moyennage sur des bins est équivalent à
la moyenne sur l'ensemble statistique pour des bins susament grands. La quantité perti-
nente, du point de vue de l'amplitude totale, est don l'ampliation moyenne. On retrouve
le fait (Fig. 3.2) que le sénario du trempage rempli très eaement le premier point du
ahier des harges, dérit dans l'introdution de e hapitre, onernant la formation d'un
hamp de pion fort (lassique).
Venons-en maintenant à notre étude proprement dite, 'est à dire à l'analyse de la
struture d'isospin des ongurations dans l'état nal et ommençons par le seond point
de notre ahier des harges : l'état de polarisation des modes individuels. Les distributions
des valeurs de la fration neutre f(k) sont représentées pour diérentes valeurs de k sur
les Figs. 3.5 et 3.6, orrespondant respetivement à tf = 10a et tf = 56a. Bien que toutes
présentent de fortes utuations autour de la valeur moyenne 〈f〉 = 1/3, on remarque un
hangement de prol lorsqu'on passe des modes ampliés à eux qui ne le sont pas. En
fait pour tous les modes en dehors de la fenêtre d'ampliation (n ≤ 15 pour tf = 10a,
n ≤ 4 pour tf = 56a), les distribution des valeurs de f présentent le même prol linéaire.
Il est intéressant de remarquer que ette loi linéaire est préisémment elle que l'on obtient
dans le as d'un ensemble thermique de pions (voir l'Eq. (E.22)) de l'Annexe E). Cette
observation onforte l'idée selon laquelle es modes sont déjà thermalisés [16, 19℄. En e
14
La longueur de orrélation est inférieure à la oupure infrarouge ∆k.
3.2. Les résultats 53
0 250 500 750 1000
A0
10−8
10−4
100
P(A0)
tf=10 a
0 1000 2000 3000
A0
10−8
10−4
100
P(A0)
tf=56 a
Fig. 3.3: Histogrammes des valeurs de l'ampliation dans le mode k = 0, dont l'ampliation
moyenne est la plus grande, pour tf = 10a (à gauhe) et tf = 56a (à droite). Les utuations de
l'ampliation autour de sa valeur moyenne sont très grandes pour les modes les plus ampliés en
moyenne. Ces histogrammes sont les analogues de eux de la Fig. 2.4 du Chap. 2. Dans le as présent
ependant, on séletionne les évènements intéressant (ampliés) en trempant artiiellement le
système.
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Fig. 3.4: La fontion de orrélation réduite CA(0, k) (Eq. (3.16)) en fontion de k (en MeV) pour
tf = 10a (à gauhe) et tf = 56a (à droite). Les fontions de orrélation du type CA(k0, k) et
CA(k0, p), où k0 et k sont des impulsions dans la diretion kˆx tandis que p est une impulsion dans
une diretion diérente, montrent des prols similaires : les ampliations des diérents modes sont
statistiquement indépendantes.
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qui onerne les modes ampliés, qui sont eux qui nous intéressent, la distribution en f
est sensiblement la même que dans l'état initial (f. Eq. (E.23) de l'Annexe E).
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Fig. 3.5: Histogrammes des valeurs des frations neutres dans les modes k = n∆k (∆k ≈ 10 MeV)
pour n = 0 (à droite) et n = 15 (à gauhe), à l'instant tf = 10a. Les histogrammes orrespondant
aux modes n ≤ 14 sont tous ompatibles ave la distribution orrespondante dans l'état initial
(indiquée en traits tirés pour n = 0), tandis que pour n ≥ 15 on observe une distribution linéaire, à
omparer ave la loi 2(1−f) (indiquée en traits tirés) obtenue dans le as d'un ensemble thermique
(f. Eq. (E.22) de l'Annexe E).
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Fig. 3.6: Même hose que sur la Fig. 3.5 pour tf = 56a. Les histogrammes orrespondant aux
modes n ≤ 3 sont ompatibles ave la distribution initiale. Tous les modes n ≥ 4 présentent une
distribution linéaire.
L'analyse des exentriités des polarisations elliptiques permet d'étudier plus préisé-
ment e dernier point. La Fig. 3.7 représente l'exentriité moyenne 〈e(k, tf )〉 en fontion
de k à diérents instants. Dans les deux as tf = 10a et tf = 56a, les modes pour lesquels
l'ampliation moyenne est importante ont une exentriité moyenne très prohe, bien que
légèrement inférieure, de la valeur orrespondante dans l'état initial. Dans le as tf = 56a,
on voit que l'exentriité moyenne des modes qui ne font pas, ou plus, partie de la fenêtre des
modes ampliés (k & 50 MeV) est indépendante de k et très supérieure à la valeur initiale
orrespondante. Cette observation s'avère vraie, non seulement en moyenne, mais évène-
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ment par évènement, au niveau des distributions des exentriités des diérents modes,
représentées aux instants initial et nal, tf = 10a et tf = 56a, sur les Figs. 3.8, 3.9 et 3.10
respetivement. Pour les modes ampliés, les distributions nales sont légèrement déallées
vers les petites valeurs de e, à l'inverse, les modes thermalisés ont une polarisation plus
irulaire (grandes valeurs de l'exentriité) que dans l'état initial. Pour es derniers, la
distribution est indépendante de k. Bien que les modes de grande longueur d'onde aient
une polarisation de plus en plus linéaire à mesure qu'ils sont ampliés, il s'agit d'un eet
très faible. On voit par exemple sur les Figs. 3.8, 3.9 et 3.10, que la proportion d'évène-
ments pour lesquels l'exentriité du mode zéro est inférieure à 0.1 est de : 13% dans l'état
initial, 16% à tf = 10a, et 18% à tf = 56a.
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Fig. 3.7: L'exentriité moyenne 〈e(k, tf )〉 en fontion de k (en MeV) dans l'état initial (arrés),
ainsi que pour tf = 10a (losanges) et tf = 56a (triangles). Les lignes sont des guides pour l'÷il.
Les modes qui, à un instant donné, sont dans la fenêtre d'ampliation ne voient pas leur
polarisation notablement modiée, tandis que eux qui ne ressentent plus l'ampliation
et thermalisent, se retrouvent ave une polarisation thermique, d'autant plus diérente
de leur polarisation initiale que leur fréquene est grande. Le méanisme responsable de
l'ampliation ne modie don pas l'état de polarisation des modes ampliés, la distribution
de la fration de pions neutres dans es modes est essentiellement donnée par la distribution
orrespondante dans l'état initial (f. Figs. 3.5 et 3.6).
Il est ependant intéressant de noter que, bien que les modes soient loin d'être polarisés
stritement linéairement, ela n'entraine que de petits éarts à la loi en 1/
√
f . En eet ii,
de même que dans le as idéal, la fration de pions neutres dans un mode k donné utue
très fortement d'un évènement à l'autre, si bien que du point de vue d'un expérimentateur
la diérene n'est pas très importante.
Le dernier point de notre étude onerne la question de l'alignement entre les dire-
tions d'osillations des diérents modes dans l'espae d'isospin. La Fig. 3.11 représente la
fontion de orrélation Cf (0, k) (Eq. (3.16)) en fontion de k. Pour les deux valeurs de tf
étudiées, les frations neutres des diérents modes sont omplètement indépendantes les
unes des autres dans l'état nal. Il en va de même pour les exentriités. Bien qu'en moyenne
les amplitudes ϕj(~k, t) des modes ampliés osillent en phase dans haune des diretions
d'isospin, les veteurs ϕ(~k, t) osillent dans des diretions omplètement indépendantes :
dans un ertain sens, les diérents modes sont omme autant de DCC indépendants. La
onséquene phénoménologique immédiate est l'atténuation, voire la disparition des u-
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Fig. 3.8: Histogrammes des valeurs de l'exentriité (Eq. (3.13)) dans l'état initial, pour les modes
n = 0 (à droite) et n = 15 (à gauhe).
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Fig. 3.9: Même hose que sur la Fig. 3.8, ette fois dans l'état nal à tf = 10a. Les distributions
orrespondant aux modes tels que n < 11 sont déplaées vers les petites valeurs de e par rapport à
l'état initial. Ce déalage est le plus aentué pour n = 0, et s'estompe à mesure que n augmente
pour s'inverser à partir de n = 11 : au delà les distributions sont déalées vers les grandes valeurs
de e.
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Fig. 3.10: Même hose que sur la Fig. 3.9, pour tf = 56a. Le même phénomène de déalage de
la distribution est observé : déalage vers la gauhe pour n ≤ 2, et vers la droite au delà. Ce
déalage vers les grande valeurs de e pour les modes de grande fréquene se stabilise ependant :
les distributions orrespondant aux modes n ≥ 7 sont toutes identiques (voir la distribution de
n = 15 i-dessus).
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Fig. 3.11: La fontion de orrélation réduite Cf (0, k) (Eq. (3.16)) en fontion de k (en MeV)
pour tf = 10a (à gauhe) et tf = 56a (à droite). De même que pour l'ampliation (Fig. 3.4),
on a alulé les fontions de orrélation entre diérents modes, pour la fration neutre ainsi que
pour l'exentriité. Il en ressort que les polarisations des diérents modes sont statistiquement
indépendantes.
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tuations de la fration neutre du nombre total de pions dans un bin d'espae des phases.
Cei est illustré sur la Fig. 3.12 qui représente la distribution de la fration neutre lorsque
les ontribution de seulement quelques modes équivalents ('est à dire ayant la même dis-
tribution individuelle) sont pris en ompte
15
.
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Fig. 3.12: Histogrammes des valeurs des frations neutres provenant de la somme des ontributions
des modes n = 0, ..., 4 (à droite) et n = 0, ..., 9 (à gauhe), à l'instant tf = 10a. Dans e as
tous les modes onsidérés ont des distributions individuelles de f essentiellement identiques. On
voit que le signal est rapidement détruit par l'interférene entre les ontributions statistiquement
indépendantes.
3.3 Disussion et onlusion
3.3.1 Résumé
Partant d'un ensemble symétrique pour le hamp hiral φ = (pi, σ), nous résolvons
numériquement les équations du mouvement du modèle σ-linéaire, qui peut être vu omme
une théorie eetive dérivant la dynamique des exitations bosoniques de basse énergie
de QCD. Le trempage des utuations de l'état initial est un méanisme très eae pour
générer des osillations ohérentes de grande longueur d'onde et de grande amplitude [16℄.
L'analyse statistique détaillée de l'état nal montre que la struture d'isospin du hamp
de pion y est sensiblement la même que dans l'état initial. Bien que diérentes de la loi en
1/
√
f , propre à une polarisation retiligne, les distributions de la fration neutre dans les
modes individuels sont très larges, e qui est le point important pour la phénoménologie.
Cependant, les polarisations des diérents modes sont omplètement indépendantes les unes
des autres. La onséquene phénoménologique importante est la suppression des grandes
utuations de la fration de pions neutres lorsque les ontributions de plusieurs modes
sont prises en ompte, par exemple dans un bin de l'espae des impulsions.
Le point lef est de réaliser que l'hypothèse d'un état initial spatialement désordonné
implique que les modes de Fourier du hamp sont initialement indépendants les uns des
autres. Notre résultat peut don être énoné omme suit : les non-linéarités de la dynamique
ne génèrent pas de orrélations entre les modes. Le haos que l'on a postulé à l'instant
initial se retrouve dans l'état nal. Cela ontredit l'idée largement répandue, selon laquelle
15
Il s'agit du rapport
N3
N1 +N2 +N3
, où Nj =
∑
k∈bin
n¯j(k).
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la onguration générée dans le modèle le plus simple utilisé jusqu'à présent, est un DCC,
tel qu'il a été proposé à l'origine. Ce modèle permet d'expliquer l'aspet lassique du DCC,
pas sa polarisation hypothétique.
3.3.2 Comparaison ave des travaux antéédents
De nombreuses études onernant les impliations phénoménologiques du sénario du
trempage ont été réalisées depuis [16℄. Parmi les auteurs de es travaux, ertains [25, 30, 68℄,
s'intéressant à la distribution de la fration de pions neutres dans l'état nal, ont obtenus
des résultats analogues à elui de la Fig. 3.12.
Etudiant l'état nal du modèle de Rajagopal et Wilzek en termes de domaines d'ori-
entation donnée (par analogie ave les domaines d'aimantation formés lors du trempage
d'un feromagnétique), S. Gavin, A. Goksh et R. D. Pisarski [25℄ arrivent à la onlusion
suivante : le système est formé d'un grand nombre de petits domaines orientés aléatoire-
ment et dont la taille est de l'ordre de la longueur de orrélation, e qui se traduit par
une distribution binomiale de la fration neutre du nombre total de pions
16
. Par la suite,
K. Rajagopal a souligné le fait que le système en question, étant hors d'équilibre, ne peut
être aratérisé par une éhelle de longueur unique [30℄, de sorte que l'image de la Réf. [25℄
n'est pas appropriée. Dans e hapitre, nous avons montré que les diérents modes du
hamp se omportent omme des DCC indépendants : ils sont ampliés (e qui justie
l'approximation lassique), ont une orientation diérente de elle du vide physique, mais
leurs polarisations dans l'espae d'isospin sont statistiquement indépendantes. Bien sûr, en
prenant la transformée de Fourier inverse, on arrive à la même onlusion dans l'espae des
ongurations : les orientations du hamp φ sont indépendantes d'un site à l'autre. Il n'est
ependant pas orret de dire que l'on a produit une pléthore de petits DCC (domaines),
haun de la taille du pas du réseau. En eet, les modes de grande longueur d'onde, qui ont
été fortement ampliés et qui sont, par onséquent les degrés de liberté intéressants, ou-
pent tout le volume de la ollision où le hamp a été trempé. De plus, la représentation dans
l'espae des impulsions donne une image plus prohe de e que les expérimentateurs voient.
Quoi qu'il en soit, les domaines sont éphémères, les déteteurs enregistrent nalement les
impulsions des partiules produites.
Dans la Réf. [30℄, Rajagopal étudie les impliations phénoménologiques de son mod-
èle, notamment quant à la distribution de la fration de pions neutres de basse énergie,
en déoupant l'espae des phases omme dans une expériene réelle. Il alule, pour un
évènement donné, la distribution sur l'ensemble des bins, de la fration neutre des pions
dont l'impulsion ||~k|| . 300 MeV. Il obtient une distribution relativement piquée autour
de f = 1/3, e qu'il interprète omme : an admixture of a 1/
√
f distribution. Il a en
tête l'image d'un ondensat hiral désorienté, formé par la superposition ohérente des
modes de grande longueur d'onde, plongé dans le bain thermique inohérent formé par les
autres modes. Cette image dans la représentation en impulsion, est plus satisfaisante. De
plus, l'observation du fait que des modes de diérente nature (ampliés ou thermalisés)
ontribuent de façon inohérente, supprimant ainsi le signal, est parfaitement en aord
ave notre résultat. Cependant, nous avons mis en évidene le fait que les modes de basse
fréquene n'agissent pas de onert pour former un ondensat ohérent, 'est le fait d'avoir
moyenné les ontributions d'un grand nombre de modes dans haque bin qui est responsable
de la suppression des utuations de la fration neutre.
16
Les auteurs en question étudient diérents régimes de ouplage. La onlusion dérite ii est elle
obtenue dans le régime de ouplage fort, pertinent à la physique des ollisions d'ions lourds qui nous
intéresse ii.
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Finalement, J. Randrup [68℄ alule la distribution de la fration neutre de pions dont
les impulsions sont inférieures à diérentes oupures. Il n'observe une loi large (en 1/
√
f)
que dans le as où le seul mode zéro ontribue. L'aord entre les résultat du alul las-
sique exat et de l'approximation de hamp moyen le onduit à dire : eah
~k ontributes
pions having an independant orientation in isospin spae. C'est préisémment e que nous
avons obtenu ii. Cependant Randrup travaille dans un modèle ave expansion, 'est à dire
qu'il modélise l'ensemble de la ollision. Par onséquent, la plupart des évènements qu'il
onsidère n'ont pas été signiativement ampliés (f. Chap. 2). Dans e sens, son analyse
est inomplète et ne permet pas de onlure quant à la question que nous nous sommes
posé ii.
Certains indies onernant la struture d'isospin générée dans le sénario du trempage
ont été relevés dans la littérature, en partiulier l'absene de utuations signiatives de
la fration de pions neutres. Cependant, l'analyse détaillée de la onguration du hamp
issu du trempage n'avait enore jamais été réalisée, en fait la question de la orrespondane
entre ette onguration et le DCC n'avait jamais été soulevée. Le travail présenté dans e
hapitre permet de larier la situation.
3.3.3 Spéulations
Le sénario du trempage sous sa forme la plus simple ne permet pas de générer une
onguration de type DCC. L'inlusion d'eets quantiques dans l'approximation de hamp
moyen, ou enore de l'expansion, n'altèrent probablement pas et état de faits, les premiers
par onstrution, et la dernière n'étant qu'une façon sophistiquée de modéliser le trempage
lui-même ainsi que le déouplage entre les modes. Notre étude indique que 'est l'absene
de orrélations dans l'état initial qui est à l'origine du problème.
En fait, si le phénomène du trempage des utuations initiales semble assez naturel dans
le ontexte des ollisions d'ions lourds à haute énergie, l'hypothèse selon laquelle le système
est omplètement thermalisé à l'instant initial est loin d'être justiée à l'heure atuelle.
En partiulier, dans es systèmes de petite taille, les modes de grande longueur d'onde
peuvent ne pas avoir eu susamment de temps pour thermaliser, avant que le phénomène
d'instabilité spinodale ne se produise. On peut imaginer que des orrélations, présentes
dans l'état initial, soient ampliées lors de l'évolution hors d'équilibre ultérieure. En eet,
on s'attend, d'après les arguments de hamp moyen, à e que le phénomène d'ampliation
par instabilité spinodale se produise pour une grande lasse de onditions initiales
17
. Dans
e as, le problème se ramène à elui, hautement non-trivial, de la onstrution d'un état
initial réaliste, e qui néessite la desription des premiers instants de la ollison
18
.
A l'inverse, si des orrélations étaient présentes dans l'état initial, elles pourraient ne pas
survivre à la dynamique non-linéaire. A nouveau, l'état nal serait onstitué d'une super-
position inohérente de modes désorientés. Dans ette situation, pour mesurer de grandes
utuations
19
de la fration de pions neutres dans un bin donné, il est néessaire d'isoler
aussi proprement que possible les modes individuels. Le volume du système doit alors ètre
susamment grand pour que l'on ait une statistique satisfaisante, et susamment petit
pour que deux modes voisins soient bien séparés, la oupure infrarouge étant inversement
proportionnelle à la taille du système.
17
La prinipale restrition étant que les utuations initiales ne soient pas trop importantes, de façon à
e que le système puisse entrer dans la région d'instabilité.
18
Le modèle de la Réf. [72℄ est une possibilité intéressante.
19
Ces utuations sont le signal d'un état semi-lassique.
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3.3.4 Conlusion
Nous avons montré que l'idée selon laquelle le méanisme du trempage permet d'expli-
quer la formation d'un ondensat hiral désorienté lors d'une ollision d'ions lourds, idée
très largement répandue, est inorrete. L'hypothétique struture d'isospin du DCC tel
qu'il a été proposée à l'origine, n'est pas générée par la dynamique. Il n'existe à e jour
auun modèle mirosopique apable de dérire la formation d'un DCC. C'est là le résultat
essentiel de e hapitre.
D'un autre té, il est possible que l'image originale du DCC soit par trop idéalisée.
Son extrême opposé est elle d'une superposition inohérente des modes du hamp de pion
lassique. Nous avons vu que la manifestation la plus frappante de es ondes lassiques
d'isospin reste la largeur inhabituelle de la distribution de leurs frations neutres individu-
elles.
Pour aller plus loin, des développements sont néessaires, notamment en e qui onerne
la desription de l'état initial, à moins que des données expérimentales ne viennent tranher
la situation.
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Annexe A
Création de partiules dans une
géométrie en expansion
Dans un espae de géométrie (riemannienne) quelonque, ertaines diultés appa-
raissent, omme par exemple le problème de la dénition d'une énergie onservée, qui
empêhent la généralisation de onepts usuels en théorie quantique des hamps. Dans le
problème qui nous onerne au Chap. 2, nous travaillons dans l'espae plat de Minkowski
et le probléme de l'énergie est simplement une onséquene triviale du fait que nous avons
hoisi un système de oordonnées urviligne : l'énergie dans un o-volume déroît du fait
de l'expansion (provoquant le trempage des utuations). Bien entendu, l'énergie totale du
système est onservée. Cependant tout n'est pas aussi faile. En partiulier, nous allons
voir qu'il n'est point besoin de ourbure de l'espae pour que le onept de partiule de-
vienne ambigü (e qui est embêtant ar nous herhons préisément à aluler le nombre
de partiules). Ce problème a une interpretation physique très simple : nous sommes dans
un référentiel aéléré. D'après le prinipe d'équivalene d'Einstein, ela revient à dire que
nous sommes dans un ertain hamp de gravitation, lequel est ouplé au hamp de matière
(par exemple par l'intermédiaire du terme de masse
√−g φ2) et agit à la manière d'une
soure lassique en réant des quanta de e dernier. Dénir le onept de partiule revient
à dénir le onept de vide. Choisissons une dénition du vide à un instant τ0, e vide
est rempli de partiules à un instant ultérieur τ . Nous allons disuter e problème sur
l'exemple d'un hamp salaire massif libre. L'ation lassique s'érit
S = 1
2
∫
d4x
√−g (gµν ∂µφ∂νφ+m2φ2) .
Le tenseur d'énergie impulsion est [73, 58℄
Tµν = − 2√−g
δS
δgµν
= ∇µφ∇νφ− gµν
(
1
2
∇αφ∇αφ− 1
2
m2φ2
)
,
et satisfait à l'équation
∇µTµν = 0 .
En utilisant la propriété ∇αgµν = 0, on en déduit l'équation du mouvement pour le hamp(∇µ∇µ +m2)φ = 0 .
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Annexe A. Création de partiules dans une
géométrie en expansion
On remarque que la trae T µµ 6= 0 dans la limite m → 0. Cette forme du tenseur énergie-
impulsion n'est pas invariante sous les dilatations d'éhelle dans la limite où la théorie l'est.
Pour remédier à e problème, on utilise le fait que le tenseur énergie-impulsion est déni à
un terme de divergene nulle près. On remplae don Tµν → Tµν + δTµν , ave1
δTµν =
1
6
(gµν∇α∇α −∇µ∇ν)φ2 .
En utilisant la propriété ∇αgµν = 0, on obtient
δTµν =
1
6
∇α (gµν∇α − gαµ∇ν)φ2 .
Le terme entre parenthèses est antisymétrique en α, ν, tandis que, dans le as d'un es-
pae plat où les dérivées ovariantes ommutent
2
, ∇µ∇α est symétrique. On a don bien
∇µδTµν = 0. En utilisant l'équation du mouvement, on obtient T µµ = m2φ2, qui s'annule
bien dans la limite onforme.
Le Hamiltonien du système s'éritH(τ) = τ3
∫
d3x
√
hTττ , où τ
3
√
h est le déterminant
de la métrique dérivant la pseudo-sphère de rayon τ
H(τ) = τ3
∫
d3x
√
h
(
1
2
(∂τ φˆ)
2 − 1
2τ2
φ∆(3)φ+
m2
2
φ2 +
1
2τ
(φ∂τφ+ ∂τφφ)
)
. (A.1)
Quantiation
Le moment onjugué du hamp φ est
Π =
δL
δ∂τφ
=
√−g ∂τφ ,
et les relations de ommutation anoniques s'érivent
[
φ(τ, ~x) ; Π(τ, ~x ′)
]
= i δ(3)(~x− ~x ′) , (A.2)
les autres ommutateurs à temps propres égaux étant nuls. Dans le système de oordonnées
de Minkowski, la théorie libre s'exprime omme un ensemble d'osillateurs harmoniques
indépendants. Dans notre système de oordonnées urvilignes (et, plus généralement dans
une géométrie ourbe), le hamp libre, 'est à dire sans auto-interation, est ouplé à un
hamp lassique externe : la métrique. Nous allons voir ependant que le problème peut
être ramené à un ensemble d'osillateurs indépendants dont les fréquenes dépendent du
temps. Introduisons tout d'abord la variable de temps adimensionnée u = ln(mτ) (u est
1
Cei revient à remplaer m2 → m2 + ξR dans l'ation, où R est le salaire de Rii (voir [58℄). On
obtient alors diretement le tenseur Tµν + δTµν en utilisant les formules suivantes :
δgµν = −gµρgνσδgρσ
δ
√−g = 1
2
√−g gµνδgµν ,
δR = Rµνδgµν + g
ρσgµν(∇µ∇νδgρσ +∇σ∇νδgρµ) .
Dans notre as Rµν = 0 et R = 0, les équations du mouvement ne sont don pas modiées. On peut voir
que, dans le as d'une géométrie de ourbure non-nulle, le terme ξRφ2 assure l'invariane d'une théorie de
masse nulle sous les transformations onformes de l'espae, la valeur du oeient ξ dépend de la dimension
de l'espae, ii d = 4 et ξ = 1/6 [58℄.
2
Le tenseur de ourbure Rµν est proportionnel au ommutateur [∇µ ; ∇ν ].
65
aussi appellé le temps onforme), dans la suite toutes les fontions exprimées omme
fontion de u portent un tilde : f(τ) ≡ f˜(u). Dénissons les quantités adimensionnées
ϕ˜(u, ~x) = τφ(τ, ~x) , π˜(u, ~x) = τ∂τϕ(τ, ~x) = ∂uϕ˜(u, ~x) , H˜(u) = τH(τ) ,
ainsi que les projetions sur les fontions propres du laplaien tri-dimensionnel ∆(3) (f.
Eq. (2.7) du Chap. 2)
ϕ˜~s(u) =
∫
d3x
√
hY∗~s (~x) ϕ˜(u, ~x) , (A.3)
π˜~s(u) =
∫
d3x
√
hY∗~s (~x) π˜(u, ~x) , (A.4)
qui sont telles que ϕ˜†~s = (−1)m ϕ˜−~s et π˜†~s = (−1)m π˜−~s. En termes de es quantités,
les modes ~s et −~s apparaissent ouplés. Pour rendre manifeste le déouplage des modes,
introduisons les variables normales [74℄, dénies i-dessous pour m > 0
q˜~s =
1√
2
(
ϕ˜~s + ϕ˜
†
~s
)
, p˜~s =
1√
2
(
π˜~s + π˜
†
~s
)
,
q˜−~s =
i√
2
(
ϕ˜~s − ϕ˜†~s
)
, p˜−~s =
−i√
2
(
π˜~s − π˜†~s
)
.
En utilisant les Eqs. (2.6), (2.8), (2.9), et (A.2)), on obtient[
q˜~s(u) ; p˜
†
~s ′(u)
]
= i δ(3)(~s− ~s ′) ,
les autres ommutateurs étant nuls. Le hamiltonien s'érit
H˜(u) =
∫
d3s
(
1
2
p˜2~s +
ω˜2s(u)
2
q˜2~s
)
,
où ω˜2s(u) = s
2 + τ2m2. On a don, omme annoné, une superposition d'osillateurs in-
dépendants dont les fréquenes dépendent du temps
3
. Les équations de Heisenberg s'érivent
q˜′(u) = −i
[
H˜(u) ; q˜(u)
]
= p˜(u) ,
p˜′(u) = −i
[
H˜(u) ; p˜(u)
]
= −ω˜(u) q˜(u) ,
où l'on a noté f˜ ′(u) = df˜/du. La fréquene physique de nos osillateurs est
ωs(τ) =
ω˜s(u)
τ
=
√
s2
τ2
+m2 . (A.5)
L'eet du (pseudo) hamp gravitationnel, 'est à dire de l'expansion, est de déaler les
fréquenes vers le rouge au fur et à mesure que le temps avane. On voit apparaitre le
problème de la dénition de la notion de partiule. Nous allons maintenant préiser e
point.
3
Dans le Chap. 2, la dépendane temporelle des fréquenes a deux origines : la géométrie, qui donne
lieuy au terme s/τ dans l'expression (A.5) des fréquenes physiques, et l'auto-interation du hamp, qui
donne lieu à la dépendane temporelle de la masse eetive des quasi-partiules dans l'approximation de
hamp moyen.
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Création de partiules, approximation adiabatique
Introduisons les opérateurs de réation et d'anihilation a˜†~s et a˜~s
ϕ˜~s(u) = ψ˜s(u) a˜~s + ψ˜
∗
s(u) (−1)m a˜†−~s , (A.6)
π˜~s(u) = ψ˜
′
s(u) a˜~s + ψ˜
∗′
s (u) (−1)m a˜†−~s , (A.7)
qui satisfont les relations de ommutation[
a˜~s ; a˜
†
~s′
]
= δ(3)(~s− ~s′) , (A.8)
les autres ommutateurs étant nuls. La fontions omplexe ψ˜s est solution de l'équation
f ′′ + ω˜s(u) f = 0 . (A.9)
Les relations (A.2) et(A.8) sont équivalentes pourvu que
4
W˜s = ψ˜s(u) ψ˜
∗′
s (u)− ψ˜∗s(u) ψ˜′s(u) = i . (A.10)
Soit u0 (ou τ0), l'instant de référene, auquel les représentations de Heisenberg et de
Shrödinger oïnident, on a
ϕ˜~s = ψ˜s(u0) a˜~s + ψ˜
∗
s(u0) (−1)m a˜†−~s ,
π˜~s = ψ˜
′
s(u0) a˜~s + ψ˜
∗′
s (u0) (−1)m a˜†−~s ,
et dénotons par U˜(u, u0) l'opérateur unitaire qui onnete es deux représentations
5
ϕ˜~s(u) = U˜(u, u0) ϕ˜~s U˜
−1(u, u0)
= ψ˜s(u0) a˜~s(u) + ψ˜
∗
s(u0) (−1)m a˜†−~s(u) , (A.11)
π˜~s(u) = U˜(u, u0) π˜~s U˜
−1(u, u0)
= ψ˜′s(u0) a˜~s(u) + ψ˜
∗′
s (u0) (−1)m a˜†−~s(u) , (A.12)
où a˜~s(u) = U˜(u, u0) a˜~s U˜
−1(u, u0). D'après (A.7)-(A.7) et (A.11)-(A.12), et en utilisant
(A.10)
a˜~s(u) = µ˜s(u)a˜~s + ν˜s(u) (−1)m a˜†−~s , (A.13)
ave
i µ˜∗s(u) = ψ˜s(u0) ψ˜
∗′
s (u)− ψ˜′s(u0) ψ˜∗s(u) , (A.14)
i ν˜∗s (u) = ψ˜s(u0) ψ˜
′
s(u)− ψ˜′s(u0) ψ˜s(u) . (A.15)
La transformation de Bogoliubov (A.13) est unitaire :
|µ˜s(u)|2 − |ν˜s(u)|2 = 1 .
Supposons que le système soit initialement (à l'instant u0) dans l'état |0, u0〉 déni par
la relation a~s |0, u0〉 = 0 ,∀~s. Le nombre de partiules inital dans le mode ~s est don
4
Le Wronskien W˜s est onservé : W˜
′ = 0.
5
Cet opérateur peut être onstruit expliitement [62℄.
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〈0, u0| a†~s a~s |0, u0〉 = 0. Le nombre de partiules dans le mode ~s à l'instant u est failement
obtenu à l'aide de (A.13), (A.14) et (A.15) :
n˜s(u) = 〈0, u0| a˜†~s(u) a˜~s(u) |0, u0〉 = |ν˜s(u)|2 .
On voit expliitement le problème mentionné au début de ette partie : diérents hoix de
la fontion ψ˜s orrespondent à diérents opérateurs a~s et don diérents vides |0, u0〉. De
façon générale, auun hoix de a~s ne orrespond à l'opérateur d'anihilation de partiules
physiques, le nombre de partiules n'étant pas onstant dans une métrique dépendant du
temps. Le problème de la dépendane en temps du vide est assez sérieux : par exemple, il est
habituel, en théorie quantique des hamps, de soustraire au Hamiltonien sa valeur moyenne
dans le vide, innie, les seules quantités physiquement observables étant les diérenes
d'énergie entre états. Si la dénition du vide dépend du temps, ette proédure n'a plus
de sens ar on doit alors soustraire des quantités diérentes à des instants diérents, on ne
peux pas omparer deux mesures faites à des instants diérents.
Notons de plus que la dépendane temporelle du nombre moyen de partiules rend
la mesure de ette quantité tout à fait inertaine, autrement dit, le nombre moyen de
partiules n'a pas une signiation physique bien dénie [63℄. En eet, supposons que
notre observateur en o-mouvement herhe à faire une mesure de ette quantité, mesure
néessitant une durée ∆τ . Le résultat de la mesure est entâhé de l'inertitude
∆N & (m∆τ)−1 + |A|∆τ ,
où le premier terme vient du prinipe d'inertitude de Heisenberg et où A est le taux moyen
de prodution de partiule par unité de temps dans le o-volume onsidéré. L'inertitude
minimale possible est ∆Nmin = 2(|A|/m)1/2, ave ∆τ = (m|A|)−1/2. Il n'existe pas de
valeur de ∆τ pour laquelle ∆Nmin s'annule.
L. Parker a étudié e problème vers la n des années 1960 [63℄ et a proposé de dénir les
partiules physiques, ou, de manière équivalente, les fontions modes ψ˜s(u), omme étant
elles qui minimisent ∆Nmin, 'est à dire qui minimisent le taux de prodution A. Cela
revient à faire un développement dans le taux d'expansion, 'est à dire dans un paramètre
dérivant la vitesse à laquelle la métrique hange ave le temps. Intuitivement, il est lair
que plus l'expansion est lente, plus on est prohe du as statique (Minkowski), et plus le taux
de prodution de partiules est faible : 'est le développement adiabatique. Considérons,
ave L. Parker et S. A. Fulling [60℄, les solutions de fréquene positive généralisées des
Eqs. (A.9) et (A.10) :
g˜s(u) =
1√
2Ω˜s(u)
exp
(
−i
∫ u
u0
dv Ω˜s(v)
)
, (A.16)
où Ω˜s(u) est une fontion réelle satisfaisant l'équation (f. (A.9))
Ω˜2s(u) = ω˜
2
s(u)−
1
2
Ω˜′′s
Ω˜s
+
3
4
(
Ω˜′s
Ω˜s
)2
.
L'approximation adiabatique d'ordre 0 est obtenue en identiant, à un instant de référene
u0,
ψ˜s(u0) = g˜
(0)
s (u0) , ψ˜
′
s(u0) = g˜
(0)′
s (u0) ,
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où g˜
(0)
s est donnée par l'Eq. (A.16) en remplaçant Ω˜s → Ω˜(0)s = ω˜s :
g˜(0)s (u0) =
1√
2ω˜s(u0)
,
g˜(0)
′
s (u0) = −
[
ω˜′s(u0)
2ω˜s(u0)
+ i ω˜s(u0)
]
g˜(0)s (u0) .
Les approximations suessives, g˜
(p)
s , sont obtenues par réurene
(
Ω˜(p+1)s (u)
)2
= ω˜2s(u)−
1
2
Ω˜
(p)′′
s
Ω˜
(p)
s
+
3
4
(
Ω˜
(p)′
s
Ω˜
(p)
s
)2
.
Mentionnons enn le fait que ette proédure de quantiation permet de renormaliser la
théorie de façon non-ambigüe, 'est à dire de manière indépendente du temps [34, 60, 58℄.
On voit en eet que l'approximation adiabatique est d'autant meilleure que s est grand :
dans la limite s→ +∞ on a Ω˜s ≃ s, qui ne dépend pas du temps. On omprend don qu'il
soit possible de traiter les divergenes ultraviolettes les plus sévères une fois pour toutes
à l'instant de référene u0. En fait on peut montrer [60, 58℄ qu'en identiant les fontions
modes ψ˜s ave g˜
(p)
s à l'instant u0, le taux de réation de partiules dans le mode ~s à un
instant ultérieur u déroît omme 1/sp+1.
Annexe B
Equilibre thermique et équilibre
thermique loal
Dans ette Annexe, nous présentons le modèle σ-linéaire dans l'approximation grand
N , dans le as où le système est à l'équilibre thermodynamique à la température T . Nous
alulons ensuite les varianes des distributions gaussiennes utilisées pour éhantillonner les
onditions initiales au Chap. 2. Nous utilisons des notations onventionnelles : ~x = (x, y, z)
désigne le veteur position dans le système de oordonnées arthésiennes et d3x = dxdydz
l'élément de volume innitésimal.
B.1 Equilibre thermodynamique
Considérons un volume inni où le hamp hiral est à l'équilibre thermodynamique, la
matrie densité du système s'érit
ρ =
1
Z e
−H/T , (B.1)
où H est le Hamiltonien et Z = Tr[ρ] est la fontion de partition. Dans et état, le
paramètre d'ordre est uniforme et onstant
〈Φa(t, ~x) 〉T = φaT , (B.2)
〈 Φ˙a(t, ~x) 〉T = 0 , (B.3)
ave la notation 〈O〉
T
= Tr[ρO]. On dénit le hamp de utuation autour de ette valeur
moyenne
1
δφa(t, ~x) = Φa(t, ~x)− φaT , (B.4)
˙δφa(t, ~x) = Φ˙a(t, ~x) . (B.5)
Dans l'approximation de hamp moyen grand N , le système de partiules en interation
est remplaé par un ensemble de quasi-partiules indépendantes de masse eetive
√
χ
T
.
En d'autres termes, le hamiltonien est diagonnal dans la base nombre assoiée à es
quasi-partiules. En dénotant respetivement par a†
a,~k
et a
a,~k
les opérateurs de réation et
d'anihilation d'une quasi-partiule thermique d'impulsion
~k et de omposante hirale a,
1
La utuation δφ dénie ii, est diérente de elle dénie au Chap. 2
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on a, dans la représentation de Heisenberg,
δφa(t, ~x) =
∫
d3k
(2π)3
1√
2Ek(χT )
[
aa,~k e
−ikx + a†
a,~k
e
ikx
]
, (B.6)
˙δφa(t, ~x) = −i
∫
d3k
(2π)3
√
Ek(χT )
2
[
a
a,~k
e
−ikx − a†
a,~k
e
ikx
]
, (B.7)
où Ek(χT ) =
√
k2 + χ
T
et kx = Ek(χT )t − ~k · ~x. Ave notre hoix de normalisation, les
relations de ommutation sont[
a
a,~k
; a†
b,~k ′
]
= (2π)3 δab δ
(3)(~k − ~k ′) . (B.8)
Le hamiltonien dérivant les utuations autour du paramètre d'ordre s'érit
H =
∫
d3k
(2π)3
Ek(χT )
N∑
a=1
(
a†
a,~k
a
a,~k
+
1
2
)
, (B.9)
On obtient aisément
〈 a†
a,~k
a
b,~k ′
〉
T
= (2π)3 δab δ
(3)(~k − ~k ′)Nk(χT ) , 〈 aa,~k ab,~k ′ 〉T = 0 , (B.10)
où Nk(χT ) est la distribution de Bose-Einstein pour les quasi-partiules :
Nk(χT ) =
1
e
Ek(χT )/T − 1 . (B.11)
La masse eetive
√
χ
T
des quasi-partiules satisfait la relation d'auto-ohérene (équation
de gap, f. (2.13))
χ
T
λ
= φ2
T
− v2 +N
∫ Λ
0
k2dk
2π2
2Nk(χT ) + 1
2Ek(χT )
, (B.12)
où φ2
T
= φ
T
· φ
T
. La valeur du paramètre d'ordre φ
T
est telle que le potentiel eetif est
minimum (f. Eq. (2.11)) et dépend elle-même de χ
T
χ
T
φ
T
= Hnσ . (B.13)
Les divergenes apparaissant dans l'Eq. (B.12) sont absorbées dans les paramètres nus
v et λ de la façon exposée au Chap. 2. Dans la limite hirale H = 0, on voit, d'après
l'eq. (B.13), que dans la phase brisée
2
(T < Tc), où φT 6= 0, la masse eetive des pions est
nulle, tandis que dans la phase symétrique où φ
T
= 0, elle-i est a priori non-nulle. Dans
la as où H 6= 0, ette transition de phase disparait, mais la disussion préédente reste
approximativement valable : on parle d'une phase de haute température, où φT ≪ fπ, et
d'une phase de basse température, où φT ∼ fπ. La variation de χT ave la température
est montrée sur la Fig. 60 pour diérentes valeurs de la oupure Λ. Comme attendu, à
mesure que la valeur de la température se rapprohe de elle de la oupure, la présene de
elle-i se fait de plus en plus ressentir
3
. L'étude présentée au Chap. 2 onerne la valeur
T = 200 MeV, où la oupure n'a que peu d'inuene, le point de omparaison T = 400
MeV est à la limite de validité du modèle (voir la disussion au Chap. 2).
2
Dans l'aproximation grand N , la transition de phase hirale est du seond ordre et la température
ritique est donnée par [34, 55℄ Tc =
√
(12/N)fπ ≃ 160 MeV pour N = 4.
3
Notre modèle n'a de sens physique que pour T ≪ Λ.
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Fig. B.1: La masse eetive au arré χ
T
en fontion de T , pour diérentes valeurs de la oupure
ultra-violette Λ.
B.2 Equilibre thermique loal
Considérons un tout autre système : un petit volume V0, sphérique, où le hamp est
à l'équilibre thermique loal à la température T . Cette notion signie que les utuations
statistiques dans le volume V0 sont les mêmes que si elui-i était une sous-partie du système
onsidéré dans la partie préédente (à la même température). Il est bien évident que ei
n'a de sens que si e qui se passe à l'intérieur du volume V0 ne dépend pas, ou peu, de e
qui se passe à l'extérieur, e qui veut dire que la taille de notre système doit être de l'ordre
de grandeur de la longueur de orrélation au moins. Dans e qui suit, nous nous intéressons
à la distribution de probabilité des valeurs possibles des moyennes spatiales du hamp et
de sa dérivée sur le volume V0. Ces quantités s'interprètent, pour un observateur vivant
à l'intérieur de V0, omme les valeurs du paramètre d'ordre et de sa dérivée temporelle.
Utilisant la dénition de l'équilibre loal, nous délimitons une petite boule V0 dans le
système en équilibre thermodynamique dérit plus haut, et alulons la distribution des
utuations statistiques dans e sous-volume. Pour éviter d'érir inutilement la variable de
temps, nous travaillons dans la représentation de Srödinger.
On herhe don la distribution de probabilité des résultats possibles φ¯ et
¯˙
φ de la
mesure des observables assoiées aux opérateurs
Φ¯ =
1
V0
∫
V0
d3xΦ(~x) , (B.14)
¯˙Φ =
1
V0
∫
V0
d3x Φ˙(~x) . (B.15)
Celle-i est déterminée par la fontion aratéristique
Z(p,q) = 〈 exp i
{
p · Φ¯ + q · ¯˙Φ
}
〉
T
. (B.16)
Le Hamiltonien étant quadratique, la distribution herhée, qui est en fait l'exat analogue
de la distribution de Wigner, bien onnue en méanique quantique, est gaussienne. Les
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moments du logarithme de Z(p,q), ou umulants, d'ordre supérieur à 2 sont nuls. Les
valeurs moyennes, ou umulants d'ordre 1, sont aisément obtenues à l'aide des Eq. (B.2),
(B.3) et (B.13) :
E
[
φ¯a
]
= 〈 Φ¯a 〉T =
H
χ
T
δa0 , (B.17)
E
[
¯˙
φa
]
= 〈 ¯˙Φa 〉T = 0 . (B.18)
Les varianes et ovarianes (umulants d'ordre 2) s'érivent (f. (B.4) et (B.5))
Var
[
φ¯a
]
=
1
V 20
∫
V0
d3x d3y 〈 δφa(~x)δφa(~y) 〉T , (B.19)
Var
[
¯˙φa
]
=
1
V 20
∫
V0
d3x d3y 〈 ˙δφa(~x) ˙δφa(~y) 〉T , (B.20)
Cov
[
φ¯a,
¯˙φa
]
=
1
2V 20
∫
V0
d3x d3y 〈 δφa(~x) ˙δφa(~y) + ˙δφa(~y)δφa(~x) 〉T , (B.21)
les termes non-diagonnaux dans les indies hiraux sont nuls. Le hamiltonien étant quadra-
tique dans le hamp δφ et sa dérivée ˙δφ et ne ontenant pas de termes roisés du type δφ ˙δφ,
il est lair que la fontion de orrélation apparaissant dans l'Eq. (B.21) est nulle. Calu-
lons la variane de la moyenne spatiale du hamp, Eq. (B.19). La fontion de orrélation
apparaissant dans ette formule est
〈 δφa(~x)δφa(~y) 〉T =
∫
d3k
(2π)3
2Nk(χT ) + 1
2Ek(χT )
e
i~k·(~x−~y) . (B.22)
Introduisons les oordonnées sphériques ~x = (x, θx, ϕx) et ~y = (y, θy, ϕy), où les angles
azimutaux θx et θy sont repérés par rapport à la diretion du veteur ~k. Les intégrations
sur les orientations possibles des veteurs
~k, ~x et ~y sont triviales. Après les hangements
d'éhelle x→ x/R et y → y/R, il vient (k = |~k|)
V 20 σ
2
1 = 4R
4
0
∫ +∞
0
dk
Ek
coth
(
Ek
2T
)
F(kR0) , (B.23)
ave
F(q) =
∫ 1
0
dx
∫ 1
0
dy xy sin(qx) sin(qy) =
(sin q − q cos q)2
q4
. (B.24)
Ci-dessus on a dénoté σ21 la variane herhée (Eq. (B.19)). On obtient de la même façon
la variane (B.20), que l'on dénote par σ22 :
V 20 σ
2
2 = 4R
4
0
∫ +∞
0
dk Ek coth
(
Ek
2T
)
F(kR0) . (B.25)
Réérivons les formules (B.23) et (B.25) sous la forme générique (F(q) = F(−q))
V 20 σ
2 = 2R30
∫ +∞
−∞
dy g
(
y
R0
)
F(y) , (B.26)
où g(k) est une fontion de Ek =
√
k2 + χ
T
. Dans la limite où R0
√
χ
T
≫ 1, on obtient le
premier terme du développement asymptotique de l'expression i-dessus :
V 20 σ
2 ∼ 2R30 g(0)
∫ +∞
−∞
dyF(y) . (B.27)
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En utilisant ∫ +∞
−∞
dyF(y) = π
3
, (B.28)
on obtient (f. (2.51) et (2.52)) :
σ2 ∼ 1
2V0
g(0) , (B.29)
Cette formule est valable quand le rayon R0 de la bulle est susament grand devant la
longueur de orrélation λT = 1/
√
χ
T
, la dépendane en 1/V0 traduisant le fait que les
utuations à l'intérieur du volume V0 ne dépendent pas de son environnement : diverses
ellules de taille R0 ≫ λT sont statistiquement indépendantes.
Dans le Chap. 2, nous sommes intéressés à des valeurs de R0 aussi petites qu'il est
permis physiquement, 'est à dire R0 & λT . A stritement parler, notre modèle est déni
en présene d'une oupure ultraviolette Λ, et les intégrales (B.23) et (B.25) doivent être
alulées ave ette oupure (notons que la oupure intervient aussi dans le alul de
χ
T
). Cela n'inue que très peu sur la valeur de la dispersion σ1 (Eq. (B.23)), tant que
ΛR0 ≫ 1. En eet, la moyenne spatiale (B.14) supprime les ontributions des modes de
petite longueur d'onde, seuls les modes tels que kR0 . 1 survivent. La Fig. B.2 montre
la variation de σ1 en fontion du rapport R0/λT = R0
√
χ
T
pour T = 200 MeV et pour
diverses valeurs de la oupure. La présene de elle-i se fait plus ressentir dans le alul
de la dispersion σ2 qui, à ause du fateur Ek au numérateur dans l'intégrand de (B.25),
diverge logarithmiquement dans l'ultra-violet. Cependant, pour des valeurs physiques de la
oupure (Λ ∼ 1 GeV), ette dépendane logarithmique n'a que peu d'inuene sur la valeur
de σ2. La Fig. B.3 est l'analogue de la Fig. B.2, pour la dispersion σ2 des utuations de la
dérivée temporelle du paramètre d'ordre. Dans les deux as, les ourbes en pointillés sont
obtenues à partir de la formule asymptotique (B.29). Les valeurs des dispersions σ1 et σ2
utilisées dans le alul du Chap. 2 sont résumées dans le tableau B.1.
T χ
T
R0/λT σ1 σ2
(MeV) (fm
−2
) (fm
−1
) (fm
−2
)
200 0.73 1 0.21 0.40
200 0.73 2 0.11 0.14
400 2.2 1 0.37 1.07
400 2.2 2 0.19 0.42
Tab. B.1: Les diérentes valeurs des dispersions utilisées dans le alul présenté au Chap. 2
(Λ = 800 MeV).
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Fig. B.2: La dispersion σ1 (en fm
−1
) en fontion du rapport R0/λT pour T = 200 MeV, et pour
diérentes valeurs de la oupure Λ. La ourbe en pointillé représente la formule asymptotique
(B.29).
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Fig. B.3: L'analogue de la Fig. B.2, pour la dispersion σ2.
Annexe C
Calul d'intégrales
Dans et annexe, nous alulons les intégrales utilisées pour renormaliser l'équation de
gap au Chap. 2 (f. Réf. [34℄).
Dénissons les fontions
In(Λ, µ) =
∫ Λ
0
k2dk
(k2 + µ2)n/2
. (C.1)
Il est faile de voir que
1
µ
∂In(Λ, µ)
∂µ
= −nIn+2(Λ, µ) . (C.2)
Commençons par le alul de I1, néessaire dans la renormalisation de la masse. En érivant
k2√
k2 + µ2
= k
d
dk
√
k2 + µ2 ,
et en intégrant par parties, on obtient
I1(Λ, µ) = Λ
√
Λ2 + µ2 −
∫ Λ
0
dk
√
k2 + µ2 .
En érivant √
k2 + µ2 =
k2 + µ2√
k2 + µ2
,
on obtient aisément
2I1(Λ, µ) = Λ
2
√
1 + x2 − µ2 sinh−1
(
1
x
)
,
où x = µ/Λ. En érivant
ln(sinh a+ cosh a) = ln ea = a = sinh−1(sinh a) ,
d'où l'on tire
sinh−1 a = ln(a+
√
1 + a2) ,
on réérit l'expression préédente sous la forme
I1(Λ, µ) =
Λ2
2
√
1 + x2 − µ
2
2
ln
(
1 +
√
1 + x2
x
)
. (C.3)
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Dans la limite où x≪ 1, on a
I1(Λ, µ) ≃ 1
2
(
Λ2 − µ2 ln Λ
µ
)
+ ... , (C.4)
où ... désigne la partie non-divergente dans la limite Λ → +∞. Les résultats préédents
ont été obtenus en supposant µ2 > 0 Dans le Chap. 2 on a ausi besoin, pour isoler les
divergenes à haque instant, du omportement asymptotique de I1 dans la limite x ≪ 1
pour µ2 = χ < 0. Dans e as, on érit µ = i|µ| et, en séparant (Λ > µ)
∫ Λ
0
≡
∫ |µ|
0
+
∫ Λ
|µ|
,
il est faile de vérier que la formule (C.3) est toujours valable ave la presritpion ln z =
ln |z|+ iπ/2. Le omportement (C.4) est toujours valable en remplaçant µ→ |µ|.
Pour la renormalisation de la onstante de ouplage, nous avons besoin de l'intégrale
I3. En utilisant (C.2) on obtient immédiatement
I3(Λ, µ) =
−1√
1 + x2
+ ln
(
1 +
√
1 + x2
x
)
. (C.5)
Dans la limite où x≪ 1
I3(Λ, µ) ≃ ln Λ
µ
+ ... . (C.6)
Annexe D
Sénario du trempage : l'état initial
Dans ette annexe, nous détaillons la disrétisation de la transformée de Fourier ave
les onditions au bords de Neumann, puis nous alulons la distribution de probabilité des
valeurs des omposantes de Fourier disrètes dans l'état initial du modèle de Rajagopal et
Wilzek [16℄ (f. Chap. 3).
Conditions de Neumann
Considérons, pour simplier les notations, le as à une dimension. Nous donnerons plus
loin la généralisation (triviale) à trois dimensions. Soit H(x) une fontion de la variable x
sur le segment [0, L], ave des onditions aux bords de Neumann :H ′(x = 0) = H ′(x = L) =
0, où le prime désigne la dérivation par rapport à x. Il est lair que, de la déomposition
de ette fontion en onde plane exp(ikx), ne susbsistent que les cos(kx) qui, ontrairement
aux sin(kx), sont ompatibles ave es onditions aux bords.
Pour implémenter es onditions aux bords et la déomposition de Fourier orrespon-
dante, dénissons la fontion G(x), vivant sur l'axe réel −∞ < x < +∞, périodique de
période 2L, paire, et telle que G(x) = H(x) sur le segment [0, L]. Les omposantes de
Fourier de G(x) sont
gn =
1√
2L
∫ +L
−L
dxG(x) exp
(
2iπn
x
2L
)
=
√
2
L
∫ +L
0
dxH(x) cos(kx) ≡ h(k) ,
où k = nπ/L. Les fontions réelles h(k) sont les omposantes de Fourier de H(x), elles
sont paires (h(−k) = h(k)).
Disrétisation
La disrétisation du problème i-dessus peut être faite de plusieur façons, la plus simple
onsistant à éhantillonner les valeurs de nos fontions G et H à intervalles réguliers x = ja
où a est le pas du réseau de taille L = Na (N est le nombre de sites). Cependant, nous
aimerions répéter la onstrution préédente pour les omposantes de Fourier de H. Pour
ela, il est judiieux d'éhantillonner les valeurs des fontions aux points x = a/2 + ja :
Hj = H(x = (j + 1/2)a). L'intervalle −L ≤ x ≤ +L orrespond alors à −N ≤ j ≤ N − 1,
la périodiité de la fontion H s'érit GN+j = Gj−N , tandis que la propriété de parité
prend la forme Gj = G−(j+1). On a, pour les omposantes de Fourier,
gn =
√
a
2N
N−1∑
j=−N
Gj exp
[
2iπ
2N
n(j +
1
2
)
]
=
√
2a
N
N−1∑
j=0
Hj cos
(
πn(j + 1/2)
N
)
= hn .
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Les omposantes hn satisfont à la relation d'anti-périodiité hn−N = −hn+N , e qui
limite l'espae de Fourier (ou espae réiproque) utile à la première zone de Brillouin
1
:
−(N − 1) ≤ n ≤ N − 1. La relation de parité h−n = hn ramène le nombre de degrés de
liberté indépendants à N : 0 ≤ n ≤ N − 1, omme il se doit (dans l'espae diret, on a
N nombres réels φj indépendants). La dernière égalité i-dessus peut être réérite sous la
forme matriielle (dans la suite nous prendrons a = 1)
hn =
N−1∑
j=0
Wnj Hj ⇔ h =W ·H , (D.1)
ave
Wnj =
√
2
N
cos
(
πn(j + 1/2)
N
)
. (D.2)
Certaines propriétés de la transformation (D.1) nous serons utiles pour le alul de la
distribution des valeurs fn dans un modèle gaussien.
Transformation inverse
On dénit la matrie W†, transposée de la matrie W par la relation habituelle
W†jn =Wnj .
Calulons les éléments de la matrie WW†. Les éléments non-diagonnaux sont nuls :
(WW†)nm = 2
N
N−1∑
j=0
WnjWmj = 1
2N
(An+m +A−(n+m) +An−m +A−(n+m)) = 0 ,
où
Ap =
N−1∑
j=0
exp
(
i
πp(j + 1/2)
N
)
=
1
2i
(−1)p − 1
sin
( πp
2N
) = A−p
(0 < p = n ± m < 2N ⇒ sin(πp/2N) 6= 0). Dans le alul des éléments diagonnaux, il
faut distinguer les as n = m = 0 et n = m 6= 0. Cei est relié au fait que la relation de
symétrie fn = f−n est triviale pour n = 0. Au nal on obtient
(WW†)nm = δnm (1 + δn0) . (D.3)
En utilisant les identités 2 cos(a) cos(b) = cos(a+ b) + cos(a− b), et
N−1∑
n=0
cos
(πnp
N
)
=
1
2
(1− (−1)p) ,
on obtient
(W†W)jk = δjk + 1
N
. (D.4)
1
La première zone de Brillouin s'étend de −N à N , autrement dit : −π/a ≤ k ≤ π/a. Dans le as
présent, on a hN = 0.
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A partir de ette relation on déduit
(h · W)j =
N−1∑
n=0
hnWnj = (W† · h)j =
N−1∑
k=0
(W†W)jkHk = Hj + 1
N
N−1∑
j=0
Hj .
En érivant la somme dans le membre de gauhe sous la forme (f. Eqs. (D.1)-(D.2))
1
N
N−1∑
j=0
Hj =
1
2
h0W0j ,
on obtient la formule d'inversion [64℄
Hj = (W−1 · h)j =
(
N−1∑
n=0
hnWnj
)′
, (D.5)
où le prime signie que le terme n = 0 ne ontribue à la somme que par la moitié de sa
valeur. En utilisant l'une des relations préédentes, il est faile de voir que
H ·H =
N−1∑
j=0
H2j =
(
N−1∑
n=0
h2n
)′
. (D.6)
Enn, on a (Det[W†] = Det[W])
Det[WW†] = (Det[W])2 = 2 . (D.7)
Distribution gaussienne
Dans le modèle du Chap. 3, l'état initial est aratérisé par un ensemble statistique
gaussien : les valeurs de haune des omposantes hirales du hamp en haque n÷ud
du réseau diret sont des nombres aléatoires gaussiens indépendants. Il en est de même
pour les valeurs des omposantes de la dérivée temporelle du hamp. Imaginons que la
fontion H(x) représente une des omposantes hirales du hamp ou de sa dérivée. Les Hj ,
j = 0, ..., N − 1 sont don des nombres gaussiens indépendants de variane 〈H2〉. Qu'en
est-il des omposantes de Fourier hn ?
La relation (D.3) implique que les omposantes hn sont des variables aléatoires gaussi-
ennes indépendantes. En eet, on a (〈HiHj〉 = δij 〈H2〉)
〈hn hm〉 = 〈H2〉 (WW†)nm ∝ δnm , (D.8)
ainsi que
〈hn hm hp hq〉 =
∑
ijkl
WniWmjWpkWql 〈HiHjHkHl〉
= 〈H2〉2
[
(WW†)nm (WW†)pq + (WW†)np (WW†)mq + (WW†)nq (WW†)mp
]
= 〈hn hm〉 〈hp hq〉+ 〈hn hp〉 〈hm hq〉+ 〈hn hq〉 〈hm hp〉 ,
et ainsi de suite.
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De façon plus préise, et plus onise, on érit la probabilité
PH(H)
N−1∏
j=0
dHj = Ph(h)
N−1∏
n=0
dhn ,
d'où l'on tire la densité de probabilité (f. Eq. (D.7))
Ph(h) =
1√
2
PH(W−1 · h) . (D.9)
Le fateur 1/
√
2 est dû au fait que le mode zéro a une variane égale au double de elle des
autres modes. Comme on l'a remarqué plus haut, ela vient de e que la relation de parité
hn = h−n est trivialement satisfaite pour le mode zéro : e degré de liberté est en quelque
sorte moins ontraint et utue plus. Dans le as qui nous intéresse, on a
PH(H) =
1
(2π〈H2〉)N/2
exp
(
−H ·H
2〈H2〉
)
,
et don
Ph(h) =
N−1∏
n=0
1√
2πσ2n
exp
(
− h
2
n
2σ2n
)
,
ave σ2n = 〈H2〉 (1 + δn0).
Le as tri-dimensionnel
La généralisation des onsidérations préédentes à trois dimensions est immédiate. La
fontion H(~x), sur le ube 0 ≤ x, y, z ≤ L = Na de volume V = L3, est éhantillonnée aux
points ~x = a(1/2 + i, 1/2 + j, 1/2 + k), où sa valeur est notée H~j ≡ Hi,j,k. On implémente
les onditions aux bords de Neumann en introduisant une fontion G(~x) ayant les même
propriétés de périodiité et parité que dans le as uni-dimensionnel, par rapport à haune
des trois variables x, y, z. Considérant le as d'une des omposantes hirales du hamp, les
omposantes de Fourier s'érivent (a = 1)
h~n ≡ hl,m,n =
N−1∑
i=0
N−1∑
j=0
N−1∑
k=0
WliWmjWnkHi,j,k , (D.10)
où W est donnée par (D.2). Comme préédemment, les degrés de libertés indépendants,
au nombre de N3 sont : 0 ≤ l,m, n ≤ N − 1. Les relations de parité sont
hl,m,n = hl,m,−n = hl,−m,n = h−l,m,n = h−l,−m,n = h−l,m,−n = hl,−m,−n = h−l,−m,−n .
On voit que la quantité d'information non-triviale ontenue dans es relations varie selon
qu'auun, un, deux ou trois des indies l,m, n sont nuls. Comme dans le as uni-dimensionnel,
on s'attend à e que ela se réperute sur les largeurs des gaussiennes orrespondantes. En
eet, on voit que (f. Eq. (D.8))
〈h~n h~n ′〉 = 〈H2〉 (WW†)ll′ (WW†)mm′ (WW†)nn′
= 〈H2〉 δ~n~n ′ (1 + δl0) (1 + δm0) (1 + δn0) .
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On vérie aisément
2
que la généralisation de l'Eq. (D.6) est
H ·H =
N−1∑
i,j,k=0
H2i,j,k =

 N−1∑
l,m,n=0
h2l,m,n


′
. (D.11)
où le prime signie que, dans la somme, les termes dont un des trois indies l,m, n est nul
sont omptés ave un fateur 1/2 supplémentaire, eux dont deux des trois indies sont
nuls ave un fateur 1/4 et elui dont les trois indies sont nuls, ave un fateur 1/8. Il est
alors faile de voir que la distribution des h~n est, dans le as gaussien,
Ph(h) =
N−1∏
l,m,n=0
1√
2πσ2~n
exp
(
− h
2
~n
2σ2~n
)
,
ave σ2~n = σ
2
l,m,n = 〈H2〉 (1 + δl0) (1 + δm0) (1 + δn0).
Calul numérique des oeient h~n
Dans le Chap. 3, nous devons aluler les oeients de Fourier ϕ~n et ϕ˙~n (Eq. (D.10))
des omposantes d'isospin du hamp φ et de sa dérivée temporelle φ˙, à diérent instants. En
pratique, nous nous limitons aux omposantes (n, 0, 0), (0, n, 0) et (0, 0, n), qui se alulent
omme des transformées de Fourier uni-dimensionnelles (f. Eq. (D.1)). Par exemple
ϕn ≡ ϕn,0,0 = 2
N
N−1∑
i=0
Wni φ˜i ,
où
φ˜i =
N−1∑
j,k=0
φi,j,k .
Le alul de la transformée de Fourier uni-dimensionnelle i-dessus se fait aisément à l'aide
d'un programme de type Fast Fourier Transform [64℄.
2
Faisons le alul dans le as bi-dimensionnel : on érit
N−1∑
m,n=0
h2m,n =
N−1∑
i,j=0
N−1∑
k,l=0
(W†W)ik (W†W)jlHi,j Hk,l
=
∑
i,j
H2i,j +
1
N
∑
i,j
∑
k
Hi,j Hk,j +
1
N
∑
i,j
∑
l
Hi,j Hi,l +
1
N2
∑
i,j
∑
k,l
Hi,j Hk,l .
On a, de même,
N−1∑
m=0
h2m,0 =
2
N
∑
i,j
∑
l
Hi,j Hi,l +
2
N2
∑
i,j
∑
k,l
Hi,j Hk,l, et
1
N2
∑
i,j
∑
k,l
Hi,j Hk,l =
1
4
h20,0,
d'où l'on tire
1
N
∑
i,j
∑
l
Hi,j Hi,l =
1
2
N−1∑
m=0
h2m,0 − 14 h
2
0,0 =
1
2
N−1∑
m=1
h2m,0 +
1
4
h20,0 .
De la même façon on obtient
1
N
∑
i,j
∑
k
Hi,j Hk,j =
1
2
N−1∑
n=1
h20,n +
1
4
h20,0. En ombinant le tout
∑
i,j
H2i,j =
N−1∑
m,n=1
h2m,n +
1
2
N−1∑
m=1
h2m,0 +
1
2
N−1∑
n=1
h20,n +
1
4
h20,0
CQFD.
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Annexe E
Modèle gaussien
Il est instrutif de aluler la distribution de la fration f de pions neutres dans le as
où les ϕ~k ≡ ϕ(~k, tf ) et ϕ˙~k ≡ ϕ˙(~k, tf ) sont des variables aléatoires gaussiennes, indépen-
dantes, de moyennes nulles et de dispersions respetives σ1 et σ2 (elles-i sont les mêmes
pour toutes les diretion d'isospin j = 1, 2, 3 et pour tous les modes ~k). On érit alors la
probabilité (c ≡ j,~k)
Proba
({ϕ~k}, {ϕ˙~k}) =∏
c
Pϕ(ϕc)Pϕ˙(ϕ˙c) dϕc dϕ˙c , (E.1)
Pϕ(x) =
1√
2πσ21
exp
(
− x
2
2σ21
)
,
Pϕ˙(x) =
1√
2πσ22
exp
(
− x
2
2σ22
)
, (E.2)
Les modes étant indépendants les uns des autres, nous foalisons notre attention sur l'un
d'entre eux et omettons l'indie
~k orrespondant. D'après l'Eq. (3.5) du Chap. 2, on a,
pour haque omposante d'isospin,
ϕj =
√
2
ω
Reαj = Aj cos γj ,
ϕ˙j =
√
2ω Imαj = ωAj sin γj , (E.3)
où γj est déni par la relation αj =
√
n¯j e
iγj
et Aj =
√
2n¯j/ω. Les diérentes diretions
d'isospin étant indépendantes, la distribution de probabilité pour les amplitudes Aj et les
phases γj est le produit des distributions individuelles PA,γ(Aj , γj), où
PA,γ(A, γ) = ωAPϕ(A cos γ)Pϕ˙(ωA sin γ) . (E.4)
On en déduit la distribution de probabilité pour les valeurs de l'amplitude dans une dire-
tion j donnée :
PA(A) =
∫ 2π
0
dγ PA,γ(A, γ)
=
ω
2πσ1σ2
Ae−A
2∆+
∫ 2π
0
dγ e−A
2∆− cos(2γ)
=
ω
σ1σ2
Ae−A
2∆+ I0(A
2∆−) (E.5)
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où Iν(x) est la fontion de Bessel modiée de première espèe, et
∆± =
1
4
∣∣∣∣ 1σ21 ±
ω2
σ22
∣∣∣∣ . (E.6)
Calul de la distribution de la fration de pions neutres
La distribution de probabilité de la fration neutre f = A3
2/(A1
2 + A2
2 + A3
2) est
donnée par
Pf (f) =
∫ +∞
0
dxdydz PA(x)PA(y)PA(z) δ
(
f − z
2
x2 + y2 + z2
)
(E.7)
En introduisant les oordonnées sphériques (r, θ, φ), où 0 ≤ r < +∞, 0 ≤ θ ≤ π/2, et
0 ≤ φ ≤ π/2, et en posant u = cos θ, on peut integrer la fontion delta (δ(f − u2) ≡
δ(u−√f)/2√f pour 0 ≤ u ≤ 1). On obtient
Pf (f) =
1
2
(
ω
σ1σ2
)3
(1− f)
∫ +∞
0
dr r5 I0(r
2f∆−) e
−r2∆+ Φ
(
r2(1− f)∆−
)
, (E.8)
ave
Φ(z) =
∫ π/2
0
dφ sinφ cosφ I0(z cos
2 φ) I0(z sin
2 φ)
=
1
2z
∫ z
0
dx I0(z − x) I0(x) .
Cette dernière intégrale est un produit de onvolution au sens de la transformée de Laplae.
En utilisant le théorème de onvolution
1
, et la transformée de Laplae de la fontion de
Bessel I0
L{I0(t)}(s) =
∫ +∞
0
dt e−st I0(t) =
1√
s2 − 1 , s > 1 , (E.9)
on obtient
Φ(z) =
1
2z
L−1
{
1
s2 − 1
}
(z) =
sinh z
2z
.
On érit alors la distribution de probabilité herhée sous la forme
Pf (f) = F1(∆+, f∆−, (1− f)∆−) , (E.10)
où l'on a déni les fontions (x = r2)
Fp(a, b, c) =
∫ +∞
0
dxxp e−ax I0(bx) sinh(cx) .
qui satisfont de manière évidente à la relation de réurrene
Fp(a, b, c) = − ∂
∂a
Fp−1(a, b, c) .
1
La transformée de Laplae du produit de onvolution de deux fontions F et G est égal au produit des
transformées de Laplae de es deux fontions :
L
{∫ t
0
dz F (t− z)G(z)
}
(s) = L{F (t)}(s) L{G(t)}(s) ,
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Le alul de F0(a, b, c) est aisé : en expliitant la fontion sinh(x) sous l'intégrale, on
voit que
F0(a, b, c) =
1
2
L{I0(bx)}(a − c)− 1
2
L{I0(bx)}(a + c) ,
d'où on déduit, en utilisant (E.9)
F0(a, b, c) =
1
2

 1√
(a− c)2 − b2
− 1√
(a+ c)2 − b2

 , a± c > b . (E.11)
Il vient
F1(a, b, c) =
1
2

 a− c[
(a− c)2 − b2
]3/2 − a+ c[
(a+ c)2 − b2
]3/2

 , a± c > b , (E.12)
Finalement (f. Eq. (E.10), notez que pour a = ∆+, b = f∆− et c = (1− f)∆− on a bien
a± c > b),
Pf (f) =
1
2
(FΩ(f) + F−Ω(f)) (E.13)
ave
FΩ(f) = (Ω− (1− f))
(
Ω+ 1
Ω− (1− 2f)
)3/2
(E.14)
et
Ω =
∆+
∆−
=
∣∣∣∣σ22 + ω2σ21σ22 − ω2σ21
∣∣∣∣ . (E.15)
Calul de la distribution du nombre total de pions
De la même façon, on alule la distribution du nombre total de pions dans le mode
~k :
n¯ = ωA2/2, où A2 =
∑3
j=1A
2
j
Pn(n¯) =
2
ω
PA2
(
2
ω
n¯
)
(E.16)
ave
PA2(A
2) =
∫ +∞
0
dxdydz PA(x)PA(y)PA(z) δ
(
A2 − x2 + y2 + z2) (E.17)
Comme préédemment, on intègre la fontion delta en passant en oordonnées shériques.
En utilisant (E.5) il vient (u = cos θ = x2)
PA2(A
2) =
1
8∆−
(
ω
σ1σ2
)3
A2 e−A
2∆+ Ψ(A2∆−) , (E.18)
où
Ψ(z) =
∫ 1
0
dx I0(zx) sinh(z(1− x))
=
1
z
∫ z
0
dy I0(y) sinh(z − y) .
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En utilisant le théorème de onvolution de la transformée de Laplae, ainsi que les trans-
formées de Laplae de I0 (Eq. (E.9)) et
L{sinh t} (s) = 1
s2 − 1 ,
on obtient
Ψ(z) =
1
z
L−1
{
1
(s2 − 1)3/2
}
(z) = I1(z) .
Finalement, la distribution du nombre total de pions dans le mode
~k est donnée par
l'Eq. (E.16), ave
PA2(A
2) =
1
8∆−
(
ω
σ1σ2
)3
A2 e−A
2∆+ I1(A
2∆−) . (E.19)
Cas partiuliers
Il est instrutif d'étudier la formule (E.13) pour quelques exemples partiuliers de la
lasse d'ensemble statistiques gaussiens (E.1)-(E.2), et en partiulier les deux as limites
Ω→ 1 et Ω→ +∞.
Le as Ω = 1, ou enore ∆+ = ∆−, orrespond aux deux situations σ1 = 0 ou bien
σ2 = 0. Cela signie qu'un des deux veteurs, ϕ ou ϕ˙, est xé, et don nul. Le veteur α
est alors proportionnel à un veteur orienté aléatoirement dans l'espae d'isospin et on doit
retrouver la loi en 1/
√
f pour la distribution de la fration neutre f . En eet, onsidérons
par exemple la limite σ2 → 0, 'est à dire ϕ˙ = 0. Alors α ∝ ϕ et la distribution de la
fration neutre tends vers
2
(Ω→ 1)
Pf (f) =
1
2
√
f
. (E.20)
Un deuxième as intéressant est la sous-lasse d'ensembles tels que σ2 = ω σ1 (Ω →
+∞). En termes de la distribution de probabilité Pα(αj) pour les nombres omplexes αj
(f. Eq. (3.5) du Chap. 3)
Pα(α) d
2α = PA,γ(A, γ) dAdγ ,
on a, d'après les Eqs. (E.3)-(E.4) (voir aussi (E.5))
Pα(α) =
1
πσ2
e
−|α|2/σ2 , (E.21)
où
σ2 = σ1 σ2 = 〈n¯〉 =
∫
d2αPα(α) |α|2
2
Dans ette limite, ∆+ ∼ ∆− ∼ ω2/4σ22 → +∞, mais ∆+ − ∆− = 1/2σ21 . La distribution (E.5) tend,
omme il se doit, vers la distribution (E.2) :
PA(A)→ 2√
2πσ21
exp
(
− A
2
2σ21
)
= 2Pϕ(A) ,
où l'on a utilisé le développement asymptotique Iν(z) ∼ e
z
√
2πz
. Ci-dessus, le fateur 2 supplémentaire
vient du fait que A = |ϕ|.
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(|α|2 = n¯ est le nombre moyen de quanta dans l'état ohérent |α〉 et 〈n¯〉 est la moyenne
statistique de e nombre dans l'ensemble (E.21)). La fontion Pα(α) est appellée la représen-
tation de Glauber [2℄ de la matrie densité
3
. Pour la lasse d'ensembles (E.21) la distribu-
tion de la fration neutre f est
Pf (f) = 2 (1− f) . (E.22)
Cette distribution ne dépend pas de la largeur σ. Un exemple partiulièrement intéressant
de la distribution (E.21) est elui d'un ensemble de quanta de fréquenes ω en équilibre
thermique [2℄
4
.
Enn, un troisième as partiulier intéressant est elui de l'ensemble initial du le modèle
de Rajagopal et Wilzek [16℄, utilisé au Chap. 3. Les variables φj(~x) et φ˙j(~x) sont des
nombres gaussiens de varianes respetives 〈φ2j 〉 et 〈φ˙2j 〉, distribués indépendamment sur
les n÷uds du réseau. Cela implique (f. Annexe D) que les omposantes de Fourier ϕj(~k)
et ϕ˙j(~k) sont des nombres gaussiens indépendants de varianes respetives (en unités du
pas du réseau a)
σ1 = N 〈φ2j 〉 = N
v2
16
, σ2 = N 〈φ˙2j 〉 = N
v2
4
,
où N est une onstante de normalisation dépendant de ~k. La distribution de la fration
neutre dans haun des modes
~k est alors donnée par les Eqs. (E.13)-(E.15) ave
Ωk =
∣∣∣∣4 + ωk4− ωk
∣∣∣∣ . (E.23)
La Fig. E.1 représente la distribution de la fration neutre fk dans les modes ~k = (k =
n∆k, 0, 0), dans l'ensemble initial du sénario du trempage, pour les deux valeurs extrêmes
de la fenêtre d'impulsion étudiée au Chap. 3 : 0 ≤ k . 150 MeV (0 ≤ n ≤ 15).
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Fig. E.1: Distribution de la fration fk de pions neutres dans le mode ~k = (k = n∆k, 0, 0)
(∆k = π/Na ≈ 10 MeV), pour n = 0 (à droite) et n = 15 (à gauhe), dans l'état initial (Eqs. (E.1)-
(E.2)).
3
On peut toujours représenter la matrie densité sur la base des états ohérents. Une très grande lasse
d'opérateur densité peuvent s'érire ρ =
∫
d2αPα(α)|α〉〈α|.
4
On a alors σ2 = (exp(ω/T ) − 1)−1 ≃ T/ω, la dernière égalité étant valable pour les modes de basse
fréquene (ω ≪ T ) pour lesquels l'approximation de hamp lassique est justiée.
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Remarque à propos des onditions aux bords périodiques
Nous reprenons ii la remarque du bas de la page 45, onernant l'inonvénient des
onditions aux bords périodiques, et en donnons une illustration.
Ave des onditions périodiques, les ϕ sont des veteurs d'isospin omplexes :ϕ = a+ib.
Il est faile de montrer que dans l'état initial, les omposantes aj et bj des parties réelle et
imaginaire sont des variables aléatoires gaussiennes indépendantes et de même variane
5
.
En d'autres termes, la distribution de probabilité du veteur ϕ est une loi du type (E.21).
Cei implique que la probabilité pour que le arré du osinus de l'angle θ entre le veteur
réel |ϕ| et l'axe π3 soit ompris entre cos2 θ = f et f + df est égale6 à 2(1 − f)df (f.
Eq. (E.22)). Cei est un artefat des onditions aux bords périodiques : les parties réelles
et imaginaires sont deux degrés de liberté indépendants dérivant le même mode
~k. Dans
le as où les orientations dans l'espae d'isospin sont toutes equiprobables, on attend la
distribution aratéristique en 1/
√
f . Les onditions de Neumann sont don mieux adaptées
à l'étude de l'orientation dans l'espae d'isospin.
5
Exepté bien sûr, pour le mode zéro qui, lui, est réel : ϕ∗~k = ϕ−~k.
6
La loi en 1/
√
f , obtenue ave des onditions périodiques par l'auteur de la Réf. [68℄, n'est valable que
pour le mode zéro, réel. Attention, le f dont il est question ii ne représente pas la fration de pions neutres,
mais l'orientation du veteur |ϕ|.
Deuxième partie
VERS LA FORMATION D'UN
PLASMA DE MATIÈRE
DÉCONFINÉE
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Chapitre 4
Equilibration thermique des gluons
Un des enjeux prinipaux de l'étude des ollisions nuléaires à haute énergie est la
possibilité de former un plasma de matière hadronique déonnée, 'est à dire un système
de quarks et de gluons en équilibre thermodynamique (loal). Les données aumulées
durant les dix dernières années à l'AGS (BNL) et au SPS (CERN) fournissent diverses
indiations [1℄ en faveur de ette hypothèse, mais il est enore diile de parler de preuves.
L'avènement des ollisions à très haute énergie, atuellement réalisées à RHIC (BNL), et,
à partir de 2005, au LHC (CERN), ouvre une nouvelle ère dans e domaine de reherhe.
En partiulier les ollaborations PHENIX à RHIC et ALICE à LHC, prévoient d'étudier
les photons et les paires de leptons de grande énergie transverse (jusqu'à pt ∼ 10 GeV), qui
sont des signatures diretes de la matière déonnée [75, 76℄.
Dans la région entrale d'une ollision d'ions lourds à susament haute énergie, on
s'attend à e que la majeure partie de l'énergie transverse soit produite sous forme d'un
grand nombre de partons de relativement grande impulsion transverse (pt ∼ 1 − 2 GeV).
Cependant qu'il est rapidement dilué par la forte expansion longitudinale, le système ainsi
produit tend à s'équilibrer loalement du fait des interations mutuelles entre ses onstitu-
ants. Lorsque l'intervalle de temps moyen entre deux ollisions suessives devient supérieur
au temps typique de formation d'un hadron, le système de quarks et de gluons esse d'ex-
ister en tant que tel et laisse plae à un gaz de hadrons en interation. C'est une question
d'importane onsidérable pour l'interprètation prohaine des données que de savoir si le
système de partons initialement produits a le temps d'atteindre un état d'équilibre loal
avant la phase hadronique. En eet, jusqu'à présent les aluls théoriques onernant les
signatures de la matière déonnée reposent sur l'hypothèse selon laquelle elle-i est en
équilibre thermique loal.
Vers l'équilibre loal
Une première étude du proessus d'équilibration thermique dans les premiers instants
de la ollision a été faite par G. Baym en 1984 [77℄. Dans et artile, l'auteur suppose
que l'évolution du système de partons est gouvernée par une équation de Boltzmann qu'il
modélise par une approximation de temps de relaxation où le temps de relaxation θ est
onstant. Baym montre alors de façon analytique que malgré l'eet de l'expansion, le
système atteint eetivement le régime hydrodynamique de Bjorken [10℄, sur une éhelle
de temps donnée par θ. Plus tard, diérents travaux onsarés à l'étude des propriétés de
transport d'un plasma de quarks et de gluons (voir par exemple [78, 79℄, voir aussi [57℄), ont
permis d'estimer l'éhelle de temps aratérisant la relaxation inétique d'un tel système.
Le résultat obtenu est typiquement de l'ordre de 1 fm, e qui donne à penser que l'équilibre
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thermique est rapidement atteint.
Ave ette idée en tête, diérents auteurs (voir en partiulier [80℄, et plus réem-
ment [81℄) étudient alors le proessus d'équilibration himique dans les ollisions d'ions
lourds. Le système, en expansion longitudinale rapide est supposé loalement isotrope à
haque instant (équilibre thermique loal), et des équations de transport sont dérivées, qui
dérivent l'évolution temporelle des variables marosopiques omme les densités moyennes
d'énergie et de partiules (gluons, quarks et antiquarks) par unité de volume. Ces équa-
tions sont résolues numériquement ave des onditions initiales diretement tirées de odes
Monte Carlo simulant la prodution de partons (minijets, voir plus loin) dans les tout pre-
miers instants de la ollision. Les onlusions de es études sont que le système n'atteint
pas l'équilibre himique, les densités de quarks et de gluons sont inférieures à leurs valeurs
à l'équilibre. Cei a des impliations importantes pour la phénoménologie, ainsi que pour
la théorie : d'une part il faut tenir ompte de l'aspet hors d'équilibre himique dans
les aluls d'observables [82, 83℄, d'autre part il est néessaire de bien dérire l'évolution
du système pour faire des préditions viables, e qui implique une bonne onnaissane des
proessus d'équilibration (ii himique), ainsi qu'une bonne desription de l'état initial.
Au milieu des années 1990, ertains auteurs réexaminent le problème de la thermali-
sation dans le même adre que l'étude de Baym, mais en faisant l'hypothèse plus réaliste
d'un temps de relaxation dépendant du temps [84, 85, 86℄. En eet, du fait de la forte
expansion, le système est rapidement dilué, et les ollisions sont de plus en plus rares,
il est don naturel que l'éhelle aratérisant la relaxation vers l'équilibre roisse ave le
temps
1
. Dans es onditions, il n'est pas lair que l'équilibre puisse être atteint, le point
lef réside dans la ompétition entre les eets respetifs de l'expansion et des ollisions. Par
exemple, dans un modèle où θ ∝ tp, le système n'atteint jamais le régime hydrodynamique
si p > 1 [85℄. Dans un modèle plus réaliste, le temps de relaxation à l'instant t dépend de
l'état du système à l'instant t qui dépend lui-même de la valeur du temps de relaxation à
l'instant antéédent, et ainsi de suite. Contrairement au as étudié par Baym, où le temps
d'équilibration est essentiellement donné par le temps de relaxation (onstant), lui-même
déterminé par la nature intrinsèque du système étudié, dans le as où le temps de relax-
ation dépend de l'histoire du système, le temps eetif d'équilibration dépend en plus d'un
aspet extrinsèque : la ondition initiale. Pour estimer la durée du régime transitoire il est
don néessaire de suivre l'évolution du système à partir d'une ondition initiale donnée.
Dans le as des ollisions d'ions lourds, qui nous intéresse ii, ela signie que l'on doit
avoir une desription réaliste de l'état initial du système de partons ainsi que des proessus
qui gouvernent son évolution ultérieure.
Prodution de gluons dans les premiers instants de la ollision :
le problème de la ondition initiale.
Le problème de la aratérisation de l'état initial du système de gluons produits lors
d'une ollision d'ions lourds ultra-relativistes est très déliat et onstitue un domaine de
reherhe en soi. Deux sénarios ont été proposés dans la littérature : le sénario des
minijets et le sénario de saturation. Dans e qui suit nous les dérivons de manière très
shématique, notre but étant de donner une image intuitive de es sénarios.
Plaçons-nous dans le référentiel du entre de masse de la ollision. Avant l'impat,
1
Par exemple, au voisinnage de l'équilibre loal, la seule quantité dimensionnée est la température
loale T , et le temps de relaxation est don inversement proportionnel à T . Cependant, pour un système
en expansion longitudinale dans le régime hydrodynamique, T ∝ t−1/3 [10℄, et don θ ∝ t1/3.
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haun des noyaux inidents peut être vu omme un disque très aplati dans la diretion
de son mouvement, à l'intérieur duquel sont onnés les quarks de valene des nuléons, et
ave lequel se déplae un nuage de partons virtuels : les quarks de la mer et les gluons,
les plus nombreux étant eux dont l'impulsion longitudinale est très faible omparée à
elle des noyaux inidents (la fration x d'impulsion longitudinale emportée par le parton
est ≪ 1). Au moment de la ollision, les deux noyaux se traversent l'un l'autre, et les
partons de leurs nuages partoniques respetifs interagissent les uns ave les autres. Du fait
de es interations, ertains de es partons virtuels (mais quasi-réels) sont projetés sur
leur ouhe de masse, on dit qu'ils sont libérés lors de la ollision : ils ne font plus partie
intégrante des noyaux qui les transportaient initialement. Un grand nombre de partons
réels d'impulsion transverse pt sont ainsi produits pendant un intervalle de temps ∼ 1/pt,
qui est aussi l'éhelle de temps typique pour que les partons d'impulsions longitudinales
diérentes se séparent physiquement les uns des autres [87, 88℄.
Le sénario des minijets
Si l'impulsion typique du parton produit est susamment grande devant l'éhelle typ-
ique des interations fortes (pt ≫ ΛQCD ∼ 200 MeV), le proessus de prodution relève
du régime perturbatif (αS(pt) ≪ 1), où le taux de prodution peut être alulé de façon
ontrlée (voir Fig. 4.1). La setion eae de prodution déroissant omme 1/p4t (voir
par exemple [89℄), la ontribution dominante à l'énergie transverse initialement produite
vient des gluons d'énergie intermédiaire (susamment faible pour que la probabilité de
prodution soit onsidérable, et susamment grande pour que le alul perturbatif ait un
sens), pt ∼ 1− 2 GeV : les minijets [90, 87, 89℄.
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Fig. 4.1: Diusion élastique entre deux partons des noyaux inidents lors d'une ollision nuléaire
à haute énergie. Le taux de prodution perturbatif est dominé par les partons d'impulsion pt ∼
1− 2 GeV, les minijets.
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Le sénario de saturation
Le sénario de saturation propose une origine diérente pour la prodution initiale
d'énergie transverse. Dans les noyaux inidents, la densité de gluons de petit x par unité
d'espae des phases transverse
dN
d2bd2pt
, où
~b mesure la position dans le plan transverse,
augmente quand pt diminue, et atteint un maximum pour des impulsions transverses pt .
Qs, oùQs est l'impulsion de saturation [91, 92, 93℄. Les gluons de faible impulsion transverse
étant don en très grand nombre, on s'attend à e que leur ontribution à la prodution
d'énergie transverse soit non-négligeable. Cependant, le alul perturbatif n'a pas de sens
dans e as, et il n'existe à e jour auun alul solide du taux de prodution de es gluons.
On peut ependant se faire un image du proessus de prodution : les gluons onsidérés
ii étant très nombreux, on peut les voir omme formant un hamp lassique
2
généré par
les quarks de valene des nuléons, en mouvement rapide dans le référentiel onsidéré :
'est l'équivalent non-abélien du hamp de Weizsäker-Williams [94℄. Dans ette image, la
ollision nuléaire est vue omme une ollision entre les hamps assoiés à haun des
noyaux inidents. Sur la Fig. 4.2, on a représenté très shématiquement ette ollision :
un gluon virtuel d'un des noyaux est libéré (projeté sur ouhe de masse) par interation
ave le hamp lassique de l'autre noyau. En pratique, on peut dérire ette ollision en
résolvant (numériquement) les équation de hamp lassique [95, 96℄. On peut se onvainre
ave A. H. Mueller [88℄, que la majorité des gluons libérés sont eux dont l'impulsion
pt ∼ Qs, et e durant un intervalle de temps ∼ 1/Qs. La valeur de l'impulsion de saturation
Qs dépend de la fration x d'impulsion longitudinale des gluons onsidérés, et don de
l'énergie de la ollision. Aux énergies de RHIC (
√
s = 200 AGeV), Qs ≈ 1 GeV, et à LHC
(
√
s = 5.5 ATeV), Qs ≈ 2− 3 GeV.
0 0.5 1
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Fig. 4.2: Dans le sénario de saturation, les gluons virtuels de petite impulsion transverse des
noyaux inidents peuvent être vus omme un hamp lassique de ouleur assoié aux quarks de
valene en mouvement rapide. Dans la représentation shématique de la ollision, i-dessus, on
suit un gluon du hamp du noyau provenant de la gauhe. Celui-i est libéré lors de la ollision,
en interagissant ave l'ensemble des gluons de l'autre noyau, 'est à dire ave le hamp lassique
assoié.
2
Exatement omme nous l'avons fait pour le hamp de pions dans le hapitre préédent.
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Dans es deux sénarios la ontribution dominante à la prodution initiale d'énergie
transverse provient des partons dont l'impulsion transverse est de l'ordre de 1 − 2 GeV.
Cependant, l'origine de es partons est très diérente dans les deux as, e qui onduit à
des préditions très diérentes pour l'état initial du système. La Fig. 4.3, où on a représenté
shématiquement la densité de gluons produits par unité d'espae des phases transverse,
résume es deux sénarios.
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Fig. 4.3: Les densités de gluons produits par unité d'espae des phases transverse dans les sénarios
de saturation et des minijets. Dans les deux as la région qui domine la prodution d'énergie
transverse est la même : e sint les gluons d'impulsion transverse pt ∼ 1− 2 GeV. L'origine de es
gluons est ependant très diérente dans les deux as, e qui onduit à des préditions diérentes
pour l'état initial du système.
Réemment, les auteurs des Réfs. [88, 97, 98℄ d'une part et [99℄ d'autre part ont étudié,
indépendamment et dans des approhes diérentes, la question de la thermalisation du gaz
de gluons respetivement dans les sénarios de saturation et des minijets. Dans [88, 97℄,
A. H. Mueller onsidère l'eet des ollisions élastiques dans l'approximation des petites
déviations. En supposant une forme idéalisée pour la distribution initiale des gluons, il est
apable de suivre analytiquement l'évolution du système durant les premiers instants de
la ollision. Bien que ses approximations ne lui permettent pas de suivre le gaz de gluons
jusqu'à l'équilibre, il semble que le proessus d'équilibration ommene très tt. Dans la
Réf. [98℄, J. Bjoraker et R. Venugopalan reprennent e modèle et résolvent numériquement
l'équation de Boltzmann proposée par Mueller. Il apparait lairement que le système tend
vers l'équilibre malgré l'expansion. En omparant la dépendane en temps de diérentes
quantités marosopiques (température et densité d'entropie par unité de volume) ave
elle attendue dans le régime hydrodynamique, es auteurs mesurent des temps d'équili-
bration de l'ordre de 3 − 4 fm à RHIC et 2 − 3 fm à LHC. Parallèlement, G. C. Nayak,
A. Dumitru, L. M Lerran et W. Greiner [99℄ étudient la thermalisation du gaz de mini-
jets dans une approximation de temps de relaxation et onluent à l'équilibration ave des
temps aratéristiques de l'ordre de 4−5 fm aussi bien aux énergies de RHIC que de LHC.
Les approhes utilisées dans [98℄ d'une part et dans [99℄ d'autre part sont ependant très
diérentes, et il est diile de omparer es résultats les uns ave les autres. En partiulier
les auteurs de [99℄ identient le temps de relaxation ave le libre parours moyen, et il
n'est pas lair que la dynamique qui résulte de ette hypothèse arbitraire soit diretement
96 Chapitre 4. Equilibration thermique des gluons
reliée à l'équation de Boltzmann résolue dans [98℄.Dans e hapitre, nous reprenons l'étude
de la thermalisation du gaz de gluons et omparons les sénarios de saturation et des
minijets dans une seule et même approhe. Suivant Mueller [97℄, nous onsidérons l'eet des
ollisions élastiques dans la limite des petites déviations (voir l'Annexe F). Nous traitons
le terme de ollision de l'équation de Boltzmann orrespondante dans l'approximation
du temps de relaxation et alulons le temps de relaxation de façon auto-ohérente en
faisant diretement intervenir la dynamique de l'équation de Boltzmann sous-jaente (voir
aussi [84, 85, 86℄). Dans le as de l'intégrale de ollision de Landau-Mueller, nous sommes
apables de aluler analytiquement toutes les intégrales sur l'espae des impulsions, e qui
diminue onsidérablement l'eort numérique à fournir. En omparant nos résultats ave la
solution exate de [98℄, on peut tester notre approhe, qui s'avère être remarquablement
bonne ompte tenu de son degré de simpliité.
Nous arguons que le ritère utilisé dans [98℄ pour aratériser l'équilibre n'est pas satis-
faisant et proposons plutt de tester le degré d'isotropie de diérentes observables, ritère
plus intuitif d'une part et plus diretement relié à la phénoménologie d'autre part. En on-
séquene, nos onlusions sont qualitativement diérentes de elles de [98℄, en partiulier
nous montrons qu'aux énergies de RHIC les ollisions élastiques ne sont pas susantes
pour permettre au système d'atteindre l'équilibre thermique avant la phase hadronique.
En e qui onerne le sénario des minijets, nous arguons que les résultats de [99℄ ne sont
pas rédibles, les auteurs n'ayant pas orretement implémenté les lois de onservation. Ii
enore, nous montrons que l'équilibre n'est pas atteint à RHIC.
De même que dans les hapitres préédents, nous tenterons de mettre en avant les
idées physiques, les détails tehniques étant relégués en Annexe. Le travail présenté dans
e hapitre a été réalisé en ollaboration ave Dominique Shi [100℄.
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4.1 Le modèle
Considérons une ollision entre deux noyaux lourds à très haute énergie. Pour xer les
idées, hoisissons deux noyaux identiques, sphériques de rayon R. Dans le référentiel du
entre de masse, du fait de la ontration de Lorentz, haun de es noyaux a l'aspet
d'une galette de rayon R et d'épaisseur l = R
√
1− β2 dans la diretion z de l'axe de la
ollision, où β ≤ 1 est la vitesse du noyau en unité de la vitesse de la lumière. Dans une
ollision à très haute énergie, on peut modéliser les deux noyaux inidents par deux disques
inniment plats (β ≃ 1, l ≃ 0) et de rayon inni3 Après la ollision, la matière baryonique
étant très peu ralentie [17℄, les deux disques, qui s'éloignent maintenant l'un de l'autre
ave des vitesses prohes de elle de la lumière, laissent derrière eux une région de matière
non-baryonique hautement exitée. Nous adopterons l'idéalisation de Bjorken [6, 10℄, où
les deux disques s'éloignent à la vitesse de la lumière. Le problème est alors invariant sous
les transformations de Lorentz suivant l'axe de la ollision.
Nous onsidérerons ii des ollisions à très haute énergie (RHIC,LHC), et nous sup-
poserons que la onstante de ouplage des interations fortes αS ≪ 1. Durant les tous
premiers instants après l'impat, un grand nombre de partons, essentiellement des gluons,
sont produits. L'expansion dilue très rapidement le système, et les nombres d'oupation
(les densités de partons par unité d'espae des phases : f ∝ d6N/d3p d3x) deviennent rapi-
dement inférieurs à l'unité
4
. On peut alors traiter le système omme un gaz de partiules
lassiques
5
, et dérire le taux de variation par unité de temps de la distribution f par une
équation de Boltzmann :
df
dt
= C[f ] ,
où le membre de gauhe désigne la variation due au mouvement libre des partiules du
gaz : en l'absene de hamp externe,
df
dt
= ∂tf(~p, ~x, t) + ~v · ~∇xf(~p, ~x, t), ave ~v = ~p/p. Le
membre de droite dérit l'eet des ollisions entre les partiules du gaz.
La distribution f(~p, ~x, t) dérit la densité de gluons réels (sur ouhe de masse : P 2 = 0)
par unité d'espae des phases à l'instant t, et dépend en général de l'état de ouleur
des gluons onsidérés. Ii, nous herhons à dérire la relaxation vers l'équilibre inétique
(loal), 'est à dire de relaxation vers une distribution (loalement) isotrope. L'éhelle de
temps aratéristique de e proessus étant grande devant elle du proessus de relaxation
de ouleur
6
, on peut négliger e dernier sur les éhelles de temps qui nous intéressent.
Bien que la dérivation du terme de ollision que nous allons utiliser repose sur l'hypothèse
d'une distribution individuelle indépendante de la ouleur, l'équation de Boltzmann obtenue
doit être vue omme une équation eetive pour les éhelles de temps aratéristiques
de la relaxation inétique. Dans ette logique la distribution f s'interprète omme une
distribution moyennée sur les états de ouleur (et de polarisation).
3
A l'instant de l'impat (t = 0), toute l'énergie de la ollision est loalisée dans une région de taille
longitudinale nulle. Cette énergie étant nie, la région en question doit avoir une extension transverse
innie [9℄. Cette idéalisation est raisonnable dans la région entrale de la ollision (z ≃ 0, ‖~xt‖ ≪ R, où ~xt
repère la position dans le plan transverse à l'axe de la ollision) et pour des temps au moins inférieurs à la
taille transverse du système : t . R.
4
On peut se onvainre que la desription en termes d'une équation de Boltzmann est valable dès que
f . 1/αS . Quand f . 1, on peut négliger les eets de statistique quantique.
5
Par opposition à l'approximation de hamp lassique, valide quand les nombres d'oupation sont
grands devant l'unité.
6
Au voisinage de l'équilibre, les éhelles de temps aratéristiques des proessus de relaxation de ouleur
et de relaxation inétique sont bien séparées : τ−1couleur ∼ τ−1cine´tique/αS , la première, étant beauoup plus
sensible à la physique de grande longueur d'onde (voir par exemple [101℄).
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Mentionnons de plus que la desription en terme d'une équation de Boltzmann stan-
dard n'a de sens que si le temps moyen entre deux ollisions (le libre parours moyen l¯)
suessives est susamment grand devant la longueur d'onde des partiules onsidérées
ℓ ∼ 1/p. L'éhelle typique d'impulsion des gluons dérits ii7 est don p & l¯−1.
Du fait de la géométrie du problème, la physique est invariante sous les transformations
de Lorentz le long de l'axe z de la ollision [77℄8
f(~pt, pz, z, t) ≡ f(~pt, p˜z, τ) ,
où τ =
√
t2 − z2 et p˜z = γ(pz − u p), ave p2 = p2t + p2z, u = z/t et γ = (1− u2)−1/2 = t/τ .
Il sut don de se limiter à la tranhe z = 0. Il est faile de voir que
df
dt
∣∣∣∣
z=0
= ∂tf(~p, t)− pz
t
∂pzf(~p, t) = ∂tf(~p, t)|pzt=cte .
En e qui onerne le terme de ollision de l'équation de Boltzmann, nous nous limiterons,
omme nous l'avons mentionné dans l'introdution, aux ollisions élastiques entre gluons.
La setion eae diérentielle de diusion gg → gg est fortement piquée vers l'avant, et
diverge pour les diusion à très petit angle de déviation, exatement omme dans le as
de la diusion entre partiules hargées : 'est la divergene de Rutherford due à la portée
innie de l'interation (l'éhange d'un quantum de masse nulle). Les ollisions à petite
déviation étant les plus fréquentes, elles dominent la dynamique et nous ne retiendrons que
leur ontribution à l'intégrale de ollision. En développant l'intégrand autour des petites
valeurs de l'angle de déviation [97, 102℄ (voir aussi l'Annexe F), la première ontribution
non nulle est égale à la divergene du ux de partiules dans l'espae des impulsions :
l'eet des ollisions élastiques à petite déviation est équivalent à un proessus diusif dans
l'espae des impulsions. En expliitant e terme, on obtient, dans la région entrale (z = 0)
et dans l'approximation de partiules lassiques (f ≪ 1) (f. Eq. (F.14)),
∂tf |pzt = BN0∇2pf + 2BN−1~∇p(~v f) , (4.1)
où l'on a déni les moments
9
(
∫
~p ≡ 2(N2c − 1)
∫
d3p/(2π)3)
Ns(t) = 〈ps〉 =
∫
~p
ps f(~p, t) (4.2)
(N0 = n est la densité moyenne de partiules par unité de volume, N1 = ǫ est la densité
moyenne d'énergie par unité de volume). La divergene de Rutherford de la setion eae
7
Les exitations de grande longueur d'onde (ℓ≫ 1/ǫ¯, où ǫ¯ est l'énergie moyenne par partiule) sont des
modes olletifs (ils ontiennent un grand nombre d'exitations dures (ℓ ∼ 1/ǫ¯)) et agissent omme un
hamp externe lassique (qui n'est autre que le hamp moyen réé par le mouvement des partiules dures)
sur la dynamique des modes durs (voir par exemple [101℄). Dans e hapitre, nous négligeons e hamp
externe.
8
L'éhelle aratérisant les inhomogénéités spatiales dans la diretion transverse est ∼ R. Dans la région
entrale on peut don négliger la dépendane en ~xt de la distribution f . De plus, par symétrie, f ne dépend
que de pt = ‖~pt‖ et est paire en pz.
9
Nous introduisons ii une notation diérente de elle habituellement utilisée dans la littérature : 〈m〉 =∫
d3pm(~p) f(~p, t) désigne la moyenne par unité de volume et 〈m〉 = 〈m〉/n la moyenne par partiule
(n = 〈1〉 est la densité moyenne de partiules par unité de volume).
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de diusion gluon-gluon se manifeste
10
par la présene du grand logarithme L = 2
∫
dθ/θ :
B = πα2S
N2c
N2c − 1
L ,
Cette divergene logarithmique est régularisée par le phénomène d'érantage de Debye :
L = ln
(
p2
m2D
)
, (4.3)
où mD est la masse d'éran de Debye, et où p désigne l'ordre de grandeur de l'impulsion
typique des partiules du milieu (m2D ≪ p) (voir les Eqs.(F.9) et (F.10) de l'Annexe F).
4.1.1 Lois de onservation
Dans la région entrale, le tenseur énergie-impulsion s'érit
T µν = 〈 p
µpν
p
〉 =
∫
~p
pµpν
p
f(~p, t) ≡ diag(ǫ, PT , PT , PL) ,
et est diagonal, du fait de la symétrie du problème (f(~p, z = 0, t) = f(−~p, z = 0, t)). Ses
omposantes représentent respetivement les densités moyennes d'énergie et de pression
(transverse et longitudinale) dans la région entrale à l'instant t :
ǫ(t) = 〈 p 〉 = N1(t) , PT,L(t) = 〈 p2⊥,z/p 〉 ,
où p2⊥ = p
2
t/2 = (p
2
x + p
2
y)/2. Les partiules du milieu étant de masse nulle (T
µ
µ = 0), on
a ǫ = PL + 2PT .
Les lois de onservation de l'impulsion et du moment angulaire sont trivialement sat-
isfaites par symétrie. L'énergie étant onservée dans les ollisions individuelles, le taux de
variation par unité de temps de la densité d'énergie induit par les ollisions est nul :∫
~p
p C[f ](~p, t) = 0 .
On en déduit l'équation d'évolution de la densité d'énergie (ǫ˙ = ∂tǫ) :
ǫ˙+
ǫ+ PL
t
= 0 . (4.4)
De plus, il est lair que les ollisions élastiques onservent le nombre total de partiules, e
qui implique que le taux de variation ollisionnel de la densité moyenne de partiules est
nul. On a don l'équation (n(t) = 〈1〉 = N0(t))
n˙+
n
t
=
∫
~p
C[f ](~p, t) = 0 ,
dont la solution est
n(t) = n(t0)
t0
t
. (4.5)
Remarquons que es deux équations, ne faisant pas intervenir le terme de ollision,
gardent la même forme quelles que soient les approximation faites sur e dernier.
10
Les tout premiers termes du développement dans l'angle de déviation θ donnent, en prinipe, des
ontributions plus singulières. Cependant, es termes sont nuls dans le as d'une distribution indépendante
des degrés de liberté de ouleur. C'est là l'origine de la hiérarhie des éhelles de temps aratérisant
les proessus de relaxation de ouleur et inétique. Cette dernière est en fait sensible à la physique de
l'érantage (hromo-) életrique, 'est à dire aux éhelles de distane de l'ordre de la longueur de Debye
(voir Eq. (4.3)).
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4.1.2 Expansion .vs. Collisions
Partant d'une ondition initiale donnée, 'est à dire d'une distribution initiale f0(~p),
l'évolution du système est gouvernée par la ompétition entre deux phénomènes : d'un oté
(à gauhe dans l'Eq. (4.1)) l'expansion, de l'autre les ollisions.
L'expansion longitudinale rapide du système tend à rendre la distribution fortement
anisotrope : à impulsion (~pt, pz) donnée, le nombre moyen de partiules qui quittent la
région entrale librement ('est à dire par leur mouvement propre, sans l'aide des ollisions)
est supérieur au nombre de partiules qui y pénetrent de la même manière, et ei d'autant
plus que l'impulsion longitudinale onsidérée est grande. L'expansion a don tendane à
vider la région entrale de son impulsion longitudinale.
L'eet des ollisions est, shématiquement, de réer des partiules d'impulsions diverses,
d'orientations aléatoires et tend don, à l'inverse de l'expansion, à rendre la distribution
isotrope (dans la région entrale). Dans l'approximation des petites déviations, il s'agit d'un
proessus diusif dans l'espae des impulsions [102℄ (voir la disussion plus haut, ainsi que
l'Annexe F) : de la même manière qu'un gaz tend, par diusion, à remplir l'espae (des
ongurations) de manière isotrope par diusion, on a ii un gaz qui se diuse dans l'espae
des impulsions, et tend à ouper elui-i de manière isotrope.
Il est lair que les inuenes respetives de haun de es eets sur l'évolution du système
dépend de l'état initial de elui-i. L'objet de e hapitre est préisément l'étude de ette
ompétition pour diérentes onditions initiales. A ette n, il est instrutif de aratériser
les deux régimes limites orrespondant haun à la vitoire d'un eet sur l'autre.
Le as libre
Dans le as où l'inuene des ollisions est omplètement insigniante devant elle de
l'expansion, on peut négliger le membre de droite de l'équation de Boltzmann, e qui est
formellement équivalent au as où les partiules du gaz sont libres (αS = 0) :
∂tflibre(~p, t)|pzt = 0 .
ou enore
flibre(~p, t) = f0(~pt, pz
t
t0
) . (4.6)
La distribution devient rapidement ∼ δ(pz), on voit par exemple que 〈p2z〉/〈p2t 〉 ∼ 1/t2.
Le régime hydrodynamique
La situation à l'extrême opposé est elle où l'eet des ollisions est susament fort pour
maintenir l'isotropie à haque instant. Dans e as, 'est le terme de gauhe de l'Eq. (4.1)
qui est négligeable et la forme de la distribution est déterminée par l'équation
C[feq] = 0 . (4.7)
La solution isotrope la plus générale est de la forme
feq(~p, t) = λ(t) e
−p/T (t) , (4.8)
où les fontions du temps λ(t) et T (t) (fugaité et température loales) sont déterminées
par les équations de onservation qui, ne faisant pas intervenir le terme de ollision, gardent
leurs formes respetives (4.4) et (4.5) dans la limite (4.7). On a (PL = PT = ǫ/3)
ǫ ∼ λT 4 ∼ t−4/3 , n ∼ λT 3 ∼ t−1 ,
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d'où on déduit, pour la fugaité et la température dans le régime hydrodynamique,
λhydro ∼ te , Thydro ∼ t−1/3 . (4.9)
Sur une éhelle de temps ∆t ≪ θrelax, où θrelax est l'éhelle de temps aratérisant
le proessus de relaxation vers l'équilibre loal, la dynamique est elle du régime libre. A
l'inverse, sur des éhelles de temps ∆t ≫ θrelax, la dynamique est dérite par le régime
hydrodynamique. Enn, pour des éhelles de temps intermédiaires ∆t ∼ θrelax, le système
est dans un régime transitoire, la dynamique est dérite par l'Eq. (4.1). Dans la suite,
l'éhelle de temps à laquelle on s'intéresse est donnée par la durée de vie du système de
partons, lequel esse d'exister en tant que tel quand la densité d'énergie moyenne par unité
de volume devient inférieure à la densité ritique ǫc ∼ 1GeV/fm3. La question est de savoir
si le système atteint le régime hydrodynamique avant la n du temps qui lui est imparti.
Autrement dit, nous voulons savoir omment se ompare la durée du régime transitoire
ave la durée de vie.
Dans une situation statique, l'ordre de grandeur de la durée du régime transitoire est
simplement donné par θrelax. Dans le as présent ependant, la question posée est moins
triviale qu'elle n'en a l'air. En eet, du fait de l'expansion, le nombre de partiules par unité
de volume diminue et les ollisions sont don de moins en moins fréquentes. Autrement dit,
l'éhelle de temps θrelax augmente ave le temps : le système approhe de l'équilibre loal
de plus en plus lentement à mesure que le temps passe. La durée du régime transitoire
eetif dépend don de l'histoire du système (et don aussi de son état initial) et ne
peut être obtenue qu'en suivant son évolution au ours du temps, 'est à dire en résolvant
l'équation de Boltzmann (4.1).
4.2 L'approximation du temps de relaxation
La résolution numérique de l'Eq. (4.1) [98℄ s'avère relativement lourde en regard de la
question posée, essentiellement qualitative (le modèle très simple, dérit préédemment, ne
peut être rédible au niveau quantitatif). Pour ette raison, nous allons enore simplier
la dynamique en remplaçant le terme de ollision par un terme linéaire dans la diérene
f − feq. Autrement dit, nous modélisons l'eet des ollisions sur le taux de variation de la
distribution f par unité de temps par un terme de relaxation exponentielle sur une éhelle
de temps θ : le temps de relaxation (voir par exemple [77℄) :
∂tf(~p, t)|pzt = −
f(~p, t)− feq(~p, t)
θ(t)
, (4.10)
où (f. Eq. (4.8))
feq(~p, t) = λ(t) e
−p/T (t) ,
les fontions du temps λ et T devant être déterminée à l'aide des lois de onservation11
(4.4)-(4.5).
L'approximation de temps de relaxation onsiste à paramétriser la distribution f , so-
lution de l'équation de Boltzmann, à l'aide des trois quantité λ(t), T (t) et θ(t), et e à
haque instant t. On ne doit pas s'attendre à e que la distribution soit bien dérite par
ette paramétrisation. Par exemple, dans et ansatz on voit que toutes les impulsions re-
laxent vers l'équilibre ave le même taux, e qui n'a a priori auune raison d'être le as. En
11
Comme nous l'avons vu plus haut, dans le as où seules les ollisions élastiques sont prises en ompte,
le nombre de partiules est onservé. Il est alors néessaire d'introduire le paramètre λ pour prendre en
ompte ette loi de onservation, e qui a été omis par les auteurs de la Réf. [99℄.
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e sens, l'approximation de relaxation est une sorte d'approximation de hamp moyen : les
diérentes impulsions sont eetivement déouplées les unes des autres et relaxent toutes
ave un même taux moyen que nous déterminerons dans la suite de façon auto-ohérente.
4.2.1 La méthode des moments
On peut aluler θ en identiant le taux de variation ollisionnel de ertains moments
de la distribution f ave son analogue dans l'ansatz (4.10) (voir par exemple [85, 86℄).
Le temps de relaxation ainsi obtenu ontient l'information onernant l'eet des ollisions
sur la dynamique. Nous appliquons ii ette méthode de manière systématique pour dif-
férents moments aratérisant diérentes éhelles d'impulsion. Le hoix du moment le plus
adéquat dépend de la physique à laquelle on s'intéresse. Dans le as du terme de ollision
de l'Eq. (4.1), nous pourrons aluler analytiquement toutes les intégrales sur l'espae des
impulsions, e qui simplie onsidérablement la résolution numérique.
Prise au pied de la lettre, l'approximation du temps de relaxation onsiste à identier
le terme de ollision de l'équation de Boltzmann ave le membre de gauhe de l'Eq (4.10) :
−f − feq
θ
≡ C[f ] .
Cette équation, prise au sens fort, 'est à dire telle qu'elle est érite i-dessus, pour tout ~p,
est trop ontraignante et n'a pas de solution. On doit en fait la prendre dans un sens plus
faible, en en prenant la valeur moyenne sur les impulsions ave un ertain poids :
−〈m〉 − 〈m〉eq
θm
=
∫
~p
m(~p) C[f ](~p, t) , (4.11)
où
〈m〉(eq)(t) =
∫
~p
m(~p) f(eq)(~p, t) (4.12)
la fontion m(~p) étant a priori quelonque, et où θm est le temps de relaxation orre-
spondant. Nous voyons enore une fois que l'approximation du temps de relaxation (4.10)
n'est pas, à stritement parler, une approximation pour la dynamique mirosopique, mais
plutt une modélisation de la relaxation du système dans sa globalité.
Les équations de onservation onduisent aux relations
12
n(t) = neq(t) = 2
N2c − 1
π2
λ(t)T 3(t) , (4.13)
ǫ(t) = ǫeq(t) = 6
N2c − 1
π2
λ(t)T 4(t) . (4.14)
A e point, il est important de faire la remarque suivante : les paramètres λ et T n'ont pas,
en général, les signiations physiques de la fugaité
13
et de la température du système,
au sens thermodynamique (ou plutt hydrodynamique dans notre as) de es termes. En
eet, les notions de fugaité et de température (loales) ne sont bien dénies que pour
un système à l'équilibre (loal), auquel as elles s'identient ave les paramètres λ et T :
λ = λhydro et T = Thydro.
12 Neqs (t) =
∫
~p
ps feq(~p, t) = (s+ 2)!
N2c − 1
π2
λ(t)T s+3(t) .
13
On peut érire λ = exp(−µ/T ). A l'équilibre (loal), µ = µhydro est le potentiel himique (loal).
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4.2.2 Proédure de résolution
Les paramètres inonnus θ, λ et T sont obtenus, à haque instant, à partir des Eqs.
(4.11), (4.13) et (4.14). Illustrons la proédure de résolution sur un exemple simple :
m(~p) = p2z − p2⊥ ,
où p2⊥ = p
2
t/2. On a don 〈m〉eq = 0, et, après quelques intégrations par parties, on obtient,
pour l'Eq. (4.11),
〈p2z − p2⊥〉
θ
= 4BN−1 (PL − PT ) . (4.15)
Il nous faut don aluler les quantités (nous laissons de té le alul de B pour le moment)
〈p2z − p2t/2〉, N−1, PL −PT , et ǫ à haque instant t. Pour e faire, nous érivons la solution
formelle de l'Eq. (4.10) [77, 84℄
f(~p, t) = f0(~pt, pz
t
t0
) e−x(t) +
∫ t
t0
dt′
e
x(t′)−x(t)
θ(t′)
feq(~pt, pz
t
t′
, t′) , (4.16)
ave
x(t) =
∫ t
t0
dt′
θ(t′)
.
Pour une distribution initiale donnée, on en déduit, pour haune des quantités pré-itées,
une équation du type
M(t) = M(t0)F (0)M (t0/t) e−x +
∫ t
t0
dt′
e
x′−x
θ′
F (eq)M (t′/t)Meq(t′) , (4.17)
où x ≡ x(t), x′ ≡ x(t′), θ′ ≡ θ(t′) et M ≡ 〈p2z〉, 〈p2⊥〉, N−1, PL, PT , ou ǫ, selon le as. Les
fontions F (0,eq)M ne dépendent que de la géometrie des distributions f0 et feq dans l'espae
des impulsions, elles sont données dans l'Annexe G pour les diérents M dont nous aurons
besoin dans e hapitre. Les moments Meq, alulés ave la distribution feq, ne dépendent
que de λ et T .
On résoud numériquement le système d'équations (4.13), (4.14), (4.15), (4.17) par itéra-
tions suessives, selon la méthode proposée dans la Réf. [99℄. Dans le as présent, toutes
les intégrales sur les impulsions peuvent être alulées analytiquement. Les intégrales tem-
porelles (f. Eq. (4.17)) sont alulées par la méthode de Simpson (orrigée par un trapèze
dans les as où le nombre de points sous l'intégrale disrète est pair) [64℄. A haque pas
de temps, la proédure d'itération (dérite dans [99℄) est initialisée par une première es-
timation des quantités M , obtenue en alulant les intégrales temporelles par la méthode
des retangles, pour laquelle il n'est pas néessaire de onnaitre la valeur de l'intégrand
pour la borne supérieure de l'intégrale. Cette proédure d'initialisation n'est pas strite-
ment néessaire, mais améliore la onvergene de la proédure d'itération. On vérie la
bonne préision de la méthode en résolvant, en parallèle ave notre système d'équations,
l'Eq. (4.17) dans des as solubles analytiquement, par exemple en alulant n(t), non pas
à l'aide de l'Eq. (4.5), mais à partir de l'Eq. (4.17) ave Fn(a) = a.
4.2.3 Le hoix du moment
Comme nous l'avons remarqué plus haut, dans l'approximation du temps de relaxation
la distribution f relaxe vers la distribution feq d'une manière indépendante de ~p : toutes
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les éhelles d'impulsions relaxent ave le même taux moyen θ (f Eq. (4.10)). D'un autre
oté, nous avons vu que le alul de e temps de relaxation néessite de hoisir un moment
partiulier de la distribution, 'est à dire une fontion m(~p) (f. Eq. (4.11)). Il est lair
que les diérents moments 〈m〉 sont sensibles à diérentes parties de la distribution f ,
'est à dire à diérentes éhelles d'impulsion, et il en est par onséquent de même pour les
temps de relaxation θm orrespondant. Cei est illustré sur la Fig. 4.4, où on a représenté
l'évolution temporelle du rapport PL/PT des pressions longitudinale et transverse pour
diérents hoix de m, pour une ondition initiale donnée.
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Fig. 4.4: Le rapport des pressions longitudinale et transverse (à droite), ainsi que le temps de
relaxation en fm (à gauhe) en fontion du temps (en fm), pour diérents hoix du moment 〈m〉 :
〈m1〉 = PL − PT (ourbes en trait-plein) et 〈m2〉 = 〈p2z − p2⊥〉 (ourbes en trait-tiret). Le premier,
étant sensible à une éhelle d'impulsion plus faible que le seond, orrespond à une relaxation plus
rapide vers le régime hydrodynamique. Cei est dû au fait que les impulsions les plus grandes sont
les plus sensibles à l'expansion (voir la disussion page 100). Ces ourbes ont été obtenues dans le
sénario de saturation à RHIC (voir la setion Résultats).
On peut don préiser la signiation de l'approximation du temps de relaxation : on
remplae la dynamique mirosopique par une relaxation globale vers l'équilibre, ave un
taux aratéristique d'une ertaine éhelle d'impulsion. Pour un problème donné, il est
don judiieux de hoisir le moment m selon l'éhelle typique d'impulsion qui aratérise
la physique à laquelle on s'intéresse. En e qui onerne la question de la relaxation vers
le régime hydrodynamique, l'éhelle d'impulsion typique qui nous intéresse est elle qui
aratérise les variables marosopiques telles que la pression ou la densité d'énergie. Le
hoix 〈m〉 = ǫ ('est à dire m(~p) = p) orrespondant déjà à l'équation de onservation de
l'énergie, nous opterons pour
14 〈m〉 = PL − PT , 'est à dire
m(~p) =
p2z − p2⊥
p
.
Après quelques intégrations par parties, on obtient, à partir de l'Eq. (4.11),
PL − PT
θ
= 4BN0 〈p
2
z − p2⊥
p3
〉+ 2BN−1 〈p
2
z − p2⊥
p2
〉 . (4.18)
14
On obtient des résultats identiques à eux présentés dans la suite en hoisissant 〈m〉 = PL ou 〈m〉 = PT .
La diérene des pressions n'est autre que la visosité de isaillement ζ [103℄ : PL − PT = 2ζ/3t.
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4.3 Conditions initiales et résultats
Comme nous l'avons expliqué dans l'introdution, notre but est ii d'étudier de façon
systématique le proessus de relaxation vers l'équilibre loal (le régime hydrodynamique)
pour diérentes onditions initiales proposées dans la littérature pour dérire l'état du
système immédiatement après l'impat dans les ollisions d'ions lourds à RHIC et LHC : le
sénario de saturation et le sénario des minijets. Bien que haun de es deux as ait été
étudié réemment [88, 97, 98, 99℄, ils n'ont jamais été omparés l'un à l'autre dans une seule
et même approhe. En omparant nos résultats ave eux de la Réf. [98℄, où l'Eq. (4.1) est
résolue numériquement dans le sénario de saturation, nous pouvons tester notre approhe,
qui s'avère être remarquablement bonne, ompte tenu de son aratère très qualitatif.
Nous verrons que le ritère utilisé dans [98℄ pour aratériser l'éart à l'équilibre n'est pas
satisfaisant. Dans ette étude, nous proposons de mesurer le degré d'isotropie de diérentes
observables, en onséquene de quoi nos onlusions sont qualitativement diérentes de
elles de [98℄. Nous étudions ensuite le sénario des minijets, réemment étudié dans la
Réf. [99℄, mais où les auteurs n'ont pas implémenté orretement les lois de onservation.
Enn, nous examinons la robustesse des résultats par rapport aux détails du alul, en
partiulier en e qui onerne les approximations de ouplage faible et logarithmique.
4.3.1 Temps de vie
Dans e qui suit, nous examinons la vitesse ave laquelle diérentes ongurations
initiales relaxent vers le régime hydrodynamique. Du fait de l'expansion, le système est
rapidement dilué et, après un ertain temps, la desription en termes des degré de liberté
partoniques n'a plus de sens. Le point important est don de omparer le temps ara-
téristique d'approhe de l'équilibre loal ave le temps de vie du système. Autrement dit,
nous voulons estimer le degré d'isotropie de la distribution f à l'instant tmax où le système
de partons esse d'exister en tant que tel. Nous donnons i-dessous des arguments très
qualitatifs
15
qui n'ont de sens qu'a fortiori, les ordres de grandeur obtenus étant en aord
ave les résultats des aluls sur réseaux (voir par exemple [105℄).
Une desription en termes des degrés de liberté partoniques n'a de sens que si la distane
typique entre les exitations du système est inférieure à la taille typique d'un hadron ∼ 1 fm,
autrement dit, si la densité moyenne n d'exitations par unité de volume est supérieure
à la densité ritique nc ∼ 1/fm3. Dans le as où le système de gluons est à l'équilibre
thermodynamique
16
, la densité de partiules est reliée à la température Teq par la relation
neq ≃ 2T 3eq. On en déduit la température ritique Tc ∼ 1 fm−1 ∼ 200 MeV, et la densité
d'énergie orrespondante ǫc ≃ 6T 4c ∼ 1 GeV/fm3.
Plus la densité de partiules est élevée initialement, plus il faudra de temps pour la
diluer et don plus la durée de vie sera longue. Dans le as présent, où le nombre total de
partiules est onservé, on peut déduire l'ordre de grandeur du temps de vie du système à
15
En partiulier, les estimations i-dessous reposent sur l'hypothèse que le plasma de gluons peut être
vu en première approximation omme une olletion de partiules de masse nulle, e qui n'est pas le as
(voir par exemple [104℄).
16
Pour un ensemble de gluons à l'équilibre thermodynamique à la température Teq , la distribution est
donnée par la distribution de Bose-Einstein, pour laquelle on a : neq = 2(N
2
c − 1) ζ(3)T 3eq/π2, ǫeq =
6(N2c − 1) ζ(4)T 4eq/π2 où ζ(3) ≃ 1.202 et ζ(4) = π4/90 ≃ 1.1. Pour Nc = 3, on a (N2c − 1)/π2 ≃ 1.
Attention, les relations préédentes sont obtenues ave une distribution de Bose-Einstein et ne doivent pas
être onfondues ave les Eqs. (4.13) et (4.14). Cependant, on note que la onfusion n'aurait rien hangé à
nos estimations.
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partir des seules onditions initiales : en utilisant l'Eq. (4.5), il vient
tmax
t0
=
n(t0)
nc
, (4.19)
où on a déni tmax par la relation n(tmax) = nc.
Dans haun des deux sénarios onsidérés dans la suite, l'estimation de ette durée
de vie à partir du ritère ǫ & ǫc donne grossièrement le même ordre de grandeur que elui
obtenu à partir du ritère i-dessus. En revanhe, le ritère qui onsiste à omparer le
paramètre T (Eq. (4.8)) ave la température ritique Tc n'a de sens que si le système est
à l'équilibre. En eet, en général, le paramètre T mesure l'énergie moyenne par partiule
(T ∝ ǫ/n) et n'a la signiation physique d'une température, au sens thermodynamique
(hydrodynamique) du terme, que si le système est à l'équilibre (loal).
Il est lair que es onsidérations très qualitatives ne servent qu'à donner un ordre d'idée.
Cependant les ritères n & nc et ǫ & ǫc délimitent le domaine de ohérene physique de
notre desription.
4.3.2 Le sénario de saturation
Nous suivons ii les auteurs de la Réf. [98℄ pour aratériser l'état initial des gluons
produits dans le sénario de saturation. La distribution initiale idéalisée (4.20) i-dessous a
été proposée par A. H. Mueller [88, 97℄ : les gluons de la fontion d'onde du noyau inident
dont l'impulsion transverse est ∼ Qs sont simplement libérés dans la ollision. En résolvant
numériquement les équations de hamp lassique pour l'interation entre les hamps de
Weizsäker-Williams non-abélien des noyau inidents, A. Krasnitz et R. Venugopalan [95℄
alulent le temps de prodution des gluons réels. Ils obtiennent ti ≈ 0.3 fm à RHIC
(Qs = 1 GeV) et ti ≈ 0.13 fm à LHC (Qs = 2− 3 GeV).
On voit que le temps de formation est typiquement ∼ 1/Qs. Cet ordre de grandeur
orrespond aussi au temps néessaire pour que les gluons de diérentes impulsions longi-
tudinales (plus préisément dans diérentes unités de rapidité) se séparent physiquement
les uns des autres [87, 88℄. De même, au bout d'un temps ∼ 1/Qs, les gluons de grande
impulsion longitudinale ont quitté la région entrale, les gluons restant ont une impulsion
longitudinale pz ≪ Qs. De plus, du fait du phénomène de saturation, la densité de gluons
libérés par unité d'espae des phases est ∼ 1/αSNc. Le nombre d'oupation dans la région
entrale à l'instant ti peut s'érire
fsat(~p, ti) =
c
αSNc
δ(pzti)Θ(Q
2
s − p2t ) ,
où c est une onstante estimée ∼ 1 par Mueller [88℄, et alulée numériquement pour
un groupe de jauge SU(2) dans la Réf. [96℄ : c = 1.3. La fontion delta modélise une
distribution très étroite dans la diretion longitudinale : pz/Qs ∼ pzti ≪ 1. On hoisi
l'instant initial t0 omme dans la Réf. [98℄ : on laisse le système évoluer librement jusqu'à
e que le nombre d'oupation, initialement ∼ 1/αSNc, devienne ∼ 1 :
t0 =
c
αSNc
ti .
L'instant t0 est le temps à partir duquel l'approximation de partiules lassiques ommene
à être raisonnable, 'est l'instant initial pour notre étude. On a alors [98℄
f0(~p) = fsat(~p, t0) = δ(pzti)Θ(Q
2
s − p2t ) , (4.20)
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Ii nous prendrons αS = 0.3, Nc = 3. Les valeurs des diérents paramètres orrespondant
aux énergies de RHIC et LHC sont résumées dans le tableau 4.1.
On peut estimer le temps au bout duquel la densité de partiules par unité de volume
devient ∼ nc ∼ 1 fm−3 diretement à partir des onditions initiales à l'aide de l'Eq. (4.19).
On obtient tmax ≃ 7 fm à RHIC et tmax ≃ 30 fm à LHC. Cette dernière valeur dépasse la
limite au delà de laquelle l'hypothèse d'expansion longitudinale n'est plus raisonnable
17
.
En suivant l'évolution du système au ours du temps (voir i-dessous), on voit que le
ritère ǫ & ǫc donne des estimations du même ordre de grandeur (≃ 4 fm à RHIC, et
≃ 15 fm à LHC). Dans la suite, nous prendrons es valeurs omme limites supérieures (voir
le tableau 4.1).
SATURATION Qs (GeV) t0 (fm) n(t0) (fm
−3
) ǫ(t0) (GeV/fm
3
) tmax (fm)
RHIC 1. 0.4 18.1 12.0 ∼ 10
LHC 2. 0.18 163.4 217.9 ∼ 30
Tab. 4.1: Valeurs des paramètres orrespondant aux énergie de RHIC et LHC dans le
sénario de saturation (voir la Réf. [98℄). Le temps tmax, est la limite au delà de laquelle
notre desription n'a ertainement plus auun sens.
Pour aller plus loin, nous devons préiser la forme du logarithme L (Eq. (4.3)). Dans
les premiers instant après t0, les partiules de la région entrale ont des impulsions es-
sentiellement transverses et interagissent entre elles en éhangeant des gluons d'impulsion
transverse. Dans e as, la masse de Debye (f. Eq. (4.3)) se réduit à la masse d'éran
transverse [98℄ (voir l'Annexe F) :
m2T (t) =
αSNc
π2
∫
d3p
p
f(~p, t) =
4παSNc
N2c − 1
N−1(t) , (4.21)
et la quantité p dans l'Eq. (4.3) est l'éhelle d'impulsion transverse typique. Dans la suite,
nous prendrons
L = ln
(
〈p2t 〉
m2T
)
, (4.22)
où 〈...〉 = 〈...〉/n désigne la moyenne par partiule. Bien que e hoix soit motivé par
la forme de la distribution initiale (4.20), hautement anisotrope, on peut voir qu'il reste
raisonnable dans le as d'une distribution isotrope, où il est plus approprié de hoisir
Liso = ln(〈p2〉/m2D). En eet, pour une distribution isotrope m2D = 2m2T (voir Annexe F),
〈p2t 〉 = 2 〈p2〉/3, et on a L− Liso = ln 4/3 ≃ 0.3.
Il est important de remarquer que la validité de l'approximation logarithmique est
rendue très marginale par le fait que la valeur αS = 0.3 est à la limite du régime de
ouplage faible. En eet, de façon générale, si p est l'éhelle typique d'énergie du problème
(ii p ∼ Qs), on aura m2T ∼ αSp2, et L ∼ ln(c/αS), où c ∼ 1. Ii, αS n'est pas réellement
petite devant l'unité (en partiulier αSNc ≈ 1) et L≪ 118. C'est la valeur de la onstante c
qui ontrle la valeur de L. Autrement dit, la valeur de L dépend des détails du problème,
17
Cette hypothèse est ertainement valable pour t . R, où R est le rayon des noyaux inidents (pour
un noyau de Plomb (A = 208), on estime R ∼ 1.2A1/3 fm ∼ 6 fm). Pour notre propos, à aratère
essentiellement qualitatif, la limite supérieure t . 15− 20 fm est optimiste mais pas déraisonnable.
18
Certains hoix pour L peuvent même être tels que L < 0 à l'instant initial. C'est le as par exemple
de l'Eq. (27) de la Réf. [98℄, pour les valeurs des paramètres orrespondant aux énergies de LHC.
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e qui traduit le fait qu'à stritement parler, l'approximation logarithmique ne s'applique
pas. Ave notre hoix (4.22), il est faile de voir qu'à l'instant initial, pour la distribution
(4.20)
L(t0) = ln
(
π
4αSNc
Qsti
)
,
où ti est le temps de formation des partons de l'état initial (Qsti ∼ 1), le fateur π/4αSNc ≈
0.8 < 1 est donné par la géometrie de la distribution initiale dans l'espae des impulsions.
On voit que la valeur préise de Qsti est ruiale pour que L > 0.
Pour la distribution (4.20), L ≪ 1 à l'instant initial, quelque soit le hoix que l'on
fait pour l'éhelle p et la masse d'éran. Bien que la situation s'améliore par la suite,
omme le montre la Fig. 4.5, on reste onstamment à la limite du domaine de validité de
l'approximation logarithmique.
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Fig. 4.5: Le grand logarithme (4.22) en fontion du temps (en fm), pour les valeurs des
paramètres orrespondant aux énergies de RHIC et LHC dans le sénario de saturation.
Pour tester notre approhe, nous omparons nos résultats ave la solution exate de la
Réf. [98℄. Le premier graphe de la Fig. 4.6 représente l'évolution des quantités ǫ, 3PL et 3PT
pour les valeurs des paramètres orrespondant aux énergies de RHIC (voir tableau 4.1), les
deux suivant représentent les moyennes par partiule des arrés des impulsions longitudinale
et transverse, 〈p2z〉(t) et 〈p2⊥〉(t), pour RHIC et LHC respetivement. Ces ourbes sont les
analogues de elles des Figs. 7 et 9 de la Réf.[98℄, on a hoisi les éhelles et les unités de
manière à failiter la omparaison : non seulement l'approhe à l'équilibre est orretement
reproduite, mais on voit que dans l'ensemble, nos résultats sont en aord semi-quantitatif
ave la solution exate, e qui est remarquable ompte tenu du degré de simpliité de notre
approhe.
Venons-en maintenant aux résultats de notre étude du sénario de saturation. Pour
aratériser l'éart à l'équilibre inétique loal, 'est à dire le degré d'anisotropie de la
distribution, nous mesurons les rapports
Rk =
〈p2z/pk〉
〈p2⊥/pk〉
, (4.23)
en fontion du temps. Pour une distribution omplètement isotrope, Risok = 1 , ∀k. Les
moments du type 〈p2z,⊥/pk〉 sont sensibles à des éhelles d'impulsion de plus en plus faible
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Fig. 4.6: Reprodution de diérentes ourbes de la Réf. [98℄. Les diérentes quantités présentées ii
sont obtenues dans l'approximation du temps de relaxation. Les éhelles et les unités ont été hoisies
de manière à failiter la omparaison. En se reportant à [98℄ on trouve un aord semi-quantitatif.
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à mesure que k augmente, les rapports Rk (plus préisément l'éart 1−Rk) mesurent don
le degré d'anisotropie des diérentes parties de la distribution, 'est à dire des diérentes
éhelles d'impulsions. La Fig. 4.7 représente l'évolution temporelle des rapports Rk(t) pour
k = 0, ..., 3, à RHIC et LHC. On observe le omportement qualitatif attendu : les moments
sensibles aux éhelles d'impulsions les plus grandes sont eux qui relaxent le moins vite
vers l'équilibre. Cette hiérarhie de vitesses de relaxation, déjà observée dans [98℄, est un
simple eet de la géométrie du système
19
, laquelle est prise en ompte exatement dans
l'Eq. (4.10).
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Fig. 4.7: Evolution temporelle des rapports Rk dénis par l'Eq. (4.23) pour le sénario de satu-
ration à RHIC (à gauhe) et LHC (à droite). Les éarts 1−Rk mesurent le degré d'anisotropie de
la distribution mirosopique f(~p, t), pour diérentes éhelles d'impulsions.
Le proessus de relaxation est bien plus rapide à LHC et, la durée de vie y étant plus
grande, le degré d'isotropie atteint est bien meilleur. On voit lairement que pour t ∼ tmax,
le système est enore très anisotrope à RHIC, tandis qu'à LHC le degré d'isotropie est
très bon. Dans e dernier as, le degré d'isotropie est déjà satisfaisant pour t & 15 fm où
Rk=0,...,3 & 0.8.
Ces résultats semblent en omplète ontradition ave eux de la Réf. [98℄, où les auteurs
mesurent les temps d'équilibration teq = 3.24 fm et teq = 2.36 fm pour les valeurs des
paramètres orrespondant à RHIC (αS = 0.3, Qs = 1 GeV) et LHC (αS = 0.3, Qs = 2 GeV)
respetivement. Cette ontradition apparente est due à e que les ritères utilisés pour
aratériser l'éart à l'équilibre ne sont pas équivalents : dans [98℄, teq est déni omme le
temps auquel les quantités T t1/3, et s/n, l'entropie moyenne par partiule, atteignent 90%
de leurs valeurs respetives à l'équilibre (es deux quantités sont onstantes dans le régime
hydrodynamique). Par ailleurs, on peut voir sur les Figs. 7 et 9 de [98℄ (voir aussi notre
Fig. 4.6), que les valeurs des rapports R1 = PL/PT et R0 = 〈p2z〉/〈p2⊥〉 = 〈p2z〉 / 〈p2⊥〉 au ours
du temps sont en aord ave elles de notre Fig. 4.7. En partiulier, pour t = teq = 3.24 fm,
on a PL/PT ≃ 1/2. Le ritère que nous avons utilisé pour dénir l'équilibre inétique,
'est à dire l'isotropie
20
, est d'une part plus intuitif et d'autre part plus préis. En eet les
19
Les partiules de grande impulsion longitudinale désertent rapidement la région entrale du fait de la
seule expansion. Il s'ensuit que les partiules dures (de grande énergie) de ette région ont une impulsion
essentiellement transverse. Il faut don plusieurs ollisions à petite déviation pour réer une partiule de
grande impulsion longitudinale, ela prend beauoup de temps, plus qu'il n'en faut à ette dernière pour
quitter la région entrale.
20
Il est faile de montrer que l'Eq. (4.1) ne peut avoir de solution isotrope que dans le as où le membre
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valeurs asymptotiques des rapports Rk sont bien onnues : R
hydro
k = 1, tandis que elles des
quantités utilisées dans [98℄ dépendent de l'histoire du système. De plus le degré d'isotropie
du système est l'observable importante du point de vue phénoménologique.
4.3.3 Le sénario des minijets
Nous suivons ii le hoix des auteurs de la Réf. [99℄ pour aratériser la distribution ini-
tiale dans le sénario des minijets. Dans la région entrale, elle-i est prise de la forme (4.8) :
f0(~p) = fjet(~p, t0 = 1/p0) = λjet e
−p/Tjet , (4.24)
où les paramètres λjet = λ(t0) et Tjet = T (t0) sont déterminés à partir les densités de
partiules njet = n(t0) = neq(t0) et d'énergie ǫjet = ǫ(t0) = ǫeq(t0) du système de partons
initialement produit, à l'aide des Eqs. (4.13) et (4.14). La ontribution dominante vient des
partons d'énergie p0, dont le temps de formation est t0 = 1/p0. Les valeurs des paramètres
de e sénario pour des ollisions frontales Au-Au à RHIC et Pb-Pb à LHC, sont données
dans le tableau 4.2. Dans les deux as, les limites supérieures tmax pour les temps auxquels
n ∼ nc et ǫ ∼ ǫc sont du même ordre de grandeur que elles obtenues dans le sénario de
saturation.
MINIJET t0 (fm) njet (fm
−3
) ǫjet (GeV/fm
3
) λjet Tjet (GeV) tmax (fm)
RHIC 0.18 34.3 56.0 1.0 0.535 ∼ 10
LHC 0.09 321.6 1110.0 1.0 1.13 ∼ 30
Tab. 4.2: Valeurs des paramètres orrespondant aux énergie de RHIC et LHC dans le
sénario des minijets (voir la Réf. [99℄).
De même que dans l'étude du sénario de saturation, nous prendrons αS = 0.3 et ferons
le hoix (4.22) pour le logarithme L. En e qui onerne la validité de l'approximation
logarithmique, bien que toujours à la limite, la situation est plus onfortable ii que dans
le as du sénario de saturation : dans l'intervalle de temps étudié on a 1.5 . L . 5. En
partiulier, il est faile de voir qu'à l'instant initial
L(t0) = ln
(
7π
4αSNc
1
λjet
)
.
Enore une fois le prol de la distribution joue un rle important ('est lui qui détermine
le fateur 7π/4αSNc).
On voit sur la Fig. 4.8 que l'isotropie initiale est rapidement détruite dans les premiers
instants de l'évolution. C'est la phase initiale de régime libre dont nous avons parlé plus
haut : à l'instant initial, le temps de relaxation est non-nul
21
et il faut attendre un temps
∆t = t− t0 . θ(t0) ∼ 1 fm) avant que l'eet des ollisions ne se fasse sentir, l'isotropie est
alors lentement reonstruite.
Après que l'isotropie initiale ait été détruite par l'expansion, la distribution est très
piquée autour de pz = 0, et l'évolution ultérieure est très semblable à elle du sénario
de saturation. On voit ependant que le proessus de relaxation est plus lent dans le as
de gauhe est négligeable, e qui orrespond, par dénition, au régime hydrodynamique (f. Eq. (4.7))
21
Mentionnons à e propos un détail tehnique onernant le alul du temps de relaxation à l'instant
initial dans le sénario des minijets : pour la distribution (4.24), l'Eq. (4.11) est triviale (0 = 0) et ne
permet don pas de aluler le temps de relaxation θ(t0). On ontourne la diulté en exploitant le fait
que le système est initalement dans un régime libre (voir l'Annexe H).
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Fig. 4.8: Evolution temporelle des rapports Rk (Eq. (4.23) pour le sénario des minijets à RHIC
et LHC.
présent et les degrés d'isotropie atteints sont par onséquent nettement inférieurs, aussi
bien à RHIC qu'à LHC (les temps de vie sont du même ordre de grandeur dans les deux
sénarios (voir Tabs. (4.1) et (4.2)). Dans e dernier as, bien que le degré d'isotropie nisse
par être relativement bon, il faut attendre t ∼ 30 fm pour avoir Rk=0,...,3 & 0.8, soit deux
fois plus longtemps que dans le sénario de saturation. Sur la base de e ritère, les temps
d'équilibration obtenus dans le sénario des minijets sont ≫ tmax à RHIC, ∼ tmax à LHC.
Ces onlusions sont en désaord qualitatif ave elles des auteurs de la Réf. [99℄, qui
mesurent des temps d'équilibration similaires ∼ 4 − 5 fm à RHIC et LHC. Cependant
l'approhe utilisée dans et artile n'est pas satisfaisante, en partiulier à ause du fait que
bien que seuls les proessus élastiques y soient onsidérés, le nombre total de partiules n'est
pas onservé. En fait il augmente ave le temps (la densité moyenne par unité de volume
n déroit moins vite que 1/t), e qui diminue les temps d'équilibration (les ollisions étant
plus fréquentes). Le fait que eux-i soient du même ordre de grandeur à RHIC et à LHC
vient de e que dans [99℄, la onstante de ouplage n'est pas onstante, mais augmente
ave le temps, sa valeur étant alulée à haque instant en fontion de l'éhelle typique
d'impulsion des partiules du milieu. Celle-i étant plus petite à RHIC qu'à LHC, l'intensité
de l'interation, et don la fréquene des ollisions y est augmentée. Dans la partie suivante,
où nous onsidérons le as d'une onstante de ouplage variable, nous verrons ependant
que et eet ne modie pas nos onlusions présentes.
4.3.4 Robustesse des résultats
Pour obtenir une information la plus able possible dans l'approhe utilisée ii, il est
important de tester la sensibilité des résultats préédent par rapport aux détails de la
desription, omme par exemple la valeur de αS , ou enore le hoix de l'éhelle d'impulsion
p sous le logarithme L (f. Eqs. (4.3)). En eet, étant à la limite du domaine de validité de
l'approximation logarithmique, on s'attend à e que de petits hangement sous le logarithme
aient des eets non-négligeables.
Constante de ouplage variable
Il est intéressant de onsidérer le as où la valeur de la onstante de ouplage αS
augmente ave le temps, à mesure que déroît l'énergie typique des partiules du milieu.
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Comme nous l'avons mentionné plus haut, on s'attend alors à e que les partiules inter-
agissent plus fortement à RHIC qu'à LHC, l'énergie moyenne par partiule y étant plus
faible.
On alule la onstante de ouplage à haque instant en fontion de l'énergie moyenne
par partiule : αS(t) ≡ αS(µ = ǫ¯ = 3T ), ave la parametrisation
αS(µ) = αS(MZ)
ln(MZ/ΛQCD)
ln(µ/ΛQCD)
, (4.25)
oùMZ ≃ 90 GeV est la masse du boson Z, αS(MZ) = 0.1, et où on a pris ΛQCD ≃ 200MeV.
Dans le sénario des minijets, à LHC, on a 0.2 < αS(t) < 0.4 sur l'intervalle de temps
onsidéré et on obtient un résultat très similaire à elui de la partie 4.3.3, obtenu ave
αS = 0.3. Bien que, par rapport au as où αS est onstante, la situation s'améliore à RHIC,
où 0.3 < αS(t) < 0.5, l'équilibre n'est pas atteint. Les ourbes représentant l'évolution de
R1 sont présentées dans la partie suivante.
Dans le sénario de saturation, l'énergie moyenne par partiule est plus faible et la
onstante de ouplage devient rapidement & 0.5. Les résultats obtenus n'ont pas de sens
physique. Cei doit être pris omme une manifestation de la fragilité du alul perturbatif.
Estimation des inertitudes
Pour nous faire une idée plus générale de l'ordre de grandeur des inertitudes dues
aux détails de notre approhe, nous remplaçons simplement L → 2L, puis L → L/2,
dans le terme de ollision
22
(on travaille ii ave αS = te = 0.3). Les ourbes des parties
préédentes deviennent des bandes dont la largeur représente le degré de onane ave
lequel interprèter nos résultats. Les bandes orrespondant à l'observable R1 = PL/PT (f.
Eq. (4.23)) pour les sénarios de saturation et des minijets sont représentées sur les Fig. 4.9
et 4.10 respetivement. Sur la Fig. 4.10, on a aussi représenté les ourbes orrespondant
au as où la onstante de ouplage dépend du temps (voir la partie préédente), on voit
que elles-i sont à l'intérieur du `domaine d'inertitude dérit i-dessus. Les observations
qualitatives des parties préédentes restent valables. Cependant, à ause des inertitudes
liées à notre desription, on ne peut pas dire si l'équilibre est atteint à LHC dans le sénario
des minijets. Dans le sénario de saturation, où l'équilibre est ertainement atteint, il est
est impossible d'estimer préisémment la durée du régime transitoire.
4.3.5 Conlusions et perspetives
En résumé, nous avons étudié l'évolution du système de gluons, produit dans les tout
premiers instant d'une ollision nuléaire à très haute énergie, et en partiulier la ontribu-
tion des ollisions élastiques de petite déviation au proessus d'équilibration inétique. Nous
avons étudié et omparé deux sénarios diérents pour l'état initial du système, en résolvant
les équations inétiques dans une approximation de temps de relaxation auto-ohérente,
laquelle donne des résultats en bon aord ave la solution exate obtenue dans [98℄ pour
le sénario de saturation. Nos onlusions sont résumées dans le tableau 4.3. Dans les deux
sénarios étudiés, les proessus élastiques ne sont pas susamment eaes pour rendre
la distribution isotrope avant la phase hadronique aux énergies de RHIC (teq ≫ tmax).
Dans le sénario de saturation, pour LHC, le régime hydrodynamique est atteint. La déter-
mination exate du temps d'équilibration n'est ependant pas possible étant données les
22
Le hangement L→ aL revient à remplaer le temps de relaxation θ par θ/a dans l'Eq. (4.16). Quand
a = 2 (a = 1/2), le système relaxe plus rapidement (lentement).
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Fig. 4.9: Dépendane des résultats par rapport aux détails de la desription pour le sénario
de saturation. Les ourbes délimitent la marge de variation de l'évolution temporelle du rapport
R1 = PL/PT quand on hange L→ 2L (pointillés) et L→ L/2 (tirets).
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Fig. 4.10: Dépendane des résultats par rapport aux détails de la desription pour le sénario
des minijets. Les ourbes représentent la marge de variation de l'évolution temporelle du rapport
R1 = PL/PT quand on hange L → 2L (pointillés) et L → L/2 (tirets). Les ourbes en trait
ontinu sont obtenues ave une onstante de ouplage variable, dépendant de l'énergie moyenne
ǫ¯ = 3T des partiules du milieu (voir Eq. (4.25)).
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inertitudes de la desription utilisée. Dans le sénario minijet, il apparait même diile
de dire si l'équilibre loal est atteint.
SATURATION MINIJET
RHIC LHC RHIC LHC
tmax (fm) ∼ 10 ∼ 30 ∼ 10 ∼ 30
R1 . 0.8 & 0.8 . 0.8 & 0.6
Régime hydrodynamique ? non oui non ?
Tab. 4.3: Le système a-t-il atteint le régime hydrodynamique ?
Les auteurs de la Réf. [106℄ ont réemment argué que les proessus inélastiques de
branhement (g+milieu↔ gg+milieu), ontribuant au même même ordre que les proessus
élastiques dans l'approximation logarithmique, jouent un rle important dans le proessus
d'équilibration inétique, et aélèrent onsidérablement elui-i. Il est fort probable que
es proessus inélastiques permettent de rendre le temps d'équilibration négligeable à LHC
(quel que soit le sénario le plus adapté). La situation est moins laire à RHIC. Il est
très important, pour l'interprètation des données expérimentales atuellement aumulées
à RHIC, de savoir si le régime transitoire peut être négligé, ou si l'aspet hors équilibre
du système doit être pris en ompte dans les aluls onernant les signatures diretes du
plasma.
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Annexe F
L'intégrale de ollision de Landau
Dans le Chap. 4 nous nous intéressons à la matière produite immédiatement après
l'impat, dans la région entrale d'une ollision d'ions lourds ultrarelativistes. Nous sup-
posons que la densité d'énergie est susament élevée pour que ette matière puisse être
dérite par un ensemble de partons (essentiellement des gluons) interagissant faiblement
les uns ave les autres. Autrement dit, nous supposons que la onstante de ouplage forte
est très petite : αS ≪ 1. Nous supposons de plus qu'après quelques instants, le système est
susament dilué pour pouvoir être dérit par une équation de Boltzmann pour la densité
de gluons par unité d'espae des phases, que nous supposons indépendante de l'état de
polarisation et de ouleur des gluons
1
f(~p, ~x, t) =
(2π)3
2(N2c − 1)
d6N
d3p d3x
,
Construisant le terme de ollision de l'équation de Boltzmann orrespondante, nous nous
limiterons à la ontribution des ollisions élastiques gg → gg, à l'ordre dominant en αS .
Nous devons onsidérer tous les proessus du type (ǫ = +,− désigne la polarisation et
a = 1, ..., N2c − 1 la ouleur) :
(~p, ǫ, a) + (~p ′, ǫ′, a′)→ (~p1, ǫ1, a1) + (~p1 ′, ǫ′1, a′1) ,
ainsi que le proessus inverse. Dans les deux as il nous faut sommer sur tous les états
d'impulsion, de polarisation et de ouleur des gluons autres que elui auquel on s'intéresse
(le premier i-dessus), et moyenner sur les états de polarisation et de ouleur de e dernier,
shématiquement :
1
2(N2c − 1)
∑
ǫ,a

∑
ǫ′,a′
∑
ǫ1,a1
∑
ǫ′1,a
′
1

 .
Il est ommode de rétablir une ertaine symétrie entre les deux gluons (~p, ǫ, a) et (~p ′, ǫ′, a′)
en exprimant la probabilité de transition apparaissant sous l'intégrale de ollision en termes
du arré de l'amplitude de diusion |Mgg→gg|2, sommé sur les états de polarisation et de
1
A stritement parler, la onstrution du terme de ollision qui suit n'est valable que dans le as
d'une distribution indépendante de la ouleur et de la polarisation. Cependant, on peut voir l'équation
de Boltzmann obtenue omme dérivant l'évolution du système sur des éhelles de temps grandes devant
l'éhelle aratérisant la relaxation de ouleur. En eet, ette dernière est beauoup plus rapide que l'éhelle
de relaxation vers l'équilibre inétique à laquelle on s'intéresse ii. La distribution f doit être vue omme
une moyenne sur les états de polarisation et de ouleur.
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ouleur de l'état nal et moyenné sur eux des deux gluons de l'état initial. Cei revient à
multiplier et diviser par 2(N2c − 1) :
2(N2c − 1)

 12(N2c − 1)
∑
ǫ,a
1
2(N2c − 1)
∑
ǫ′,a′

∑
ǫ1,a1
∑
ǫ′1,a
′
1



 .
L'intégrale de ollision s'érit alors
C[f ](~p) = 2(N
2
c − 1)
2
∫
d3p′
(2π)3
d3p1
(2π)3
d3p′1
(2π)3
w(~p ~p ′ → ~p1 ~p1 ′)[
f1 f
′
1 (1 + f) (1 + f
′)− f f ′ (1 + f1) (1 + f ′1)
]
, (F.1)
où f ≡ f(~p), f ′ ≡ f(~p ′), f1 ≡ f(~p1) et f ′1 ≡ f(~p1 ′) (toutes les fontions aparaissant
dans le terme de ollision sont prises au même point d'espae-temps, nous avons don omis
d'indiquer la dépendane en ~x et t) et où
w(~p ~p ′ → ~p1 ~p1 ′) = w(~p1 ~p1 ′ → ~p ~p ′) = (2π)4δ(4)(P + P ′ − P1 − P ′1)
|Mgg→gg|2
16 p p′ p1 p′1
.
Le fait que les gluons sont des bosons indisernables est pris en ompte dans le alul
de l'amplitude de transition |Mgg→gg|2 (terme d'éhange), et résulte dans le fait que la
probabilité de transition w est symétrique dans l'éhange ~p1 ↔ ~p1 ′ (voir la symétrie sous
l'éhange u↔ t dans l'expression (F.3)). Après avoir intégré sur toutes les valeurs possibles
de ~p1 et ~p1
′
, on a don ompté deux fois l'ensemble des ongurations possibles, d'où le
fateur 1/2 devant l'intégrale.
Dans le as qui nous intéresse ii, il est possible de aluler la ontribution dominante
à ette intégrale en exploitant le fait que l'amplitude de diusion diverge fortement dans
la limite des diusions à petit angle de déviation [102℄.
La setion eae de diusion gg → gg
La setion eae diérentielle de diusion s'érit
dσ = (2π)4 δ(4)(P + P ′ − P1 − P ′1)
|Mgg→gg|2
4P · P ′
d3p1
(2π)32p1
d3p′1
(2π)32p′1
, (F.2)
où |Mgg→gg|2 est le arré de l'amplitude de diusion gg → gg sommé sur les états de
polarisation et de ouleur des gluons de l'état nal, et moyenné sur eux de l'état initial.
En termes des variables de Mandelstam
s = (P + P ′)2 , t = (P − P1)2 , u = (P − P ′1)2 = −s− t ,
on a (voir par exemple [88℄)
|Mgg→gg|2 = 4g4 N
2
c
N2c − 1
(
3− ut
s2
− us
t2
− st
u2
)
, (F.3)
ave g2 = 4π αS . Dans le référentiel du entre de masse de la ollision gg → gg :
Pµ = p (1, 0, 0, 1) , Pµ1 = p (1, 0, sin θ, cos θ) ,
(P ′)µ = p (1, 0, 0,−1) , (P ′1)µ = p (1, 0,− sin θ,− cos θ) ,
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on a
s = 4 p2 , t = −2 p2 (1− cos θ) , u = −2 p2 (1 + cos θ) .
La setion eae (F.2) diverge fortement pour les petites valeurs de t (θ ≈ 0) et, par
symétrie, pour les petites valeurs de u (θ ≈ π). Ces deux régions de l'espae des phases
dominent don l'intégrale de ollision, et leurs ontributions respetives sont identiques
par symétrie. Il sut don d'en aluler une et de multiplier le résultat par un fateur 2,
qui vient se simplier ave le fateur de symétrie 1/2 devant l'intégrale (Eq. (F.1)). Tout
se passe alors omme si les gluons étaient des partiules disernables. Dans la suite nous
omettrons dès le départ les fateurs de symétrie et alulerons la ontribution de la région
θ ≈ 0 (diusion à petit angle de déviation), où l'on a
dσ ≃ 4πα2S
N2c
N2c − 1
dθ2
p2θ4
dϕ
2π
. (F.4)
L'intégrale de ollision dans la limite des petits angles
Du fait de la onservation de l'impulsion, l'intégrale sur ~p1
′
est triviale, et la probabilité
de transition w ne dépend que de trois veteurs. Il est utile de l'exprimer omme une
fontion des demi-sommes des impulsions initiales et nales des deux partiules : (~p+~p1)/2
et (~p ′ + ~p1
′)/2. Remplaçant l'intégrale sur ~p1 par une intégrale sur l'impulsion éhangée
~q = ~p1 − ~p, on érira
w(~p ~p ′ → ~p1 ~p1 ′) ≡ w(~p+ ~q
2
, ~p ′ − ~q
2
; ~q) ≃ w + q
i
2
(
∂iw − ∂′iw
)
,
où w = w(~p, ~p ′; ~q ≈ ~0), et ∂i ≡ ∂/∂pi, le prime désignant la dérivation par rapport aux
omposantes de ~p ′. On développe de même les poids statistiques :
f1 ≃ f + qi∂if + q
iqj
2
∂ijf
f ′1 ≃ f ′ − qi∂′if ′ +
qiqj
2
∂′ijf
′ ,
où ∂ij ≡ ∂2/∂pi∂pj . Dans le développement de la ombinaison des poids statistiques ap-
paraissant sous l'intégrale de ollision, le premier terme non-nul est qi (F ′∂if − F∂′if ′)w,
où F = f(1 + f). La probabilité de transisiton w(~p ~p ′ → ~p1 ~p1 ′) étant symétrique dans
l'éhange des états initial et nal (autrement dit, 'est une fontion paire de ~q), e terme
ne survit pas à l'intégration sur d3q. La première ontribution non-nulle à l'intégrale de
ollision vient du terme du seond ordre dans le développement de l'intégrand
C ≃
∫
~p ′
[
(∂iBij)− (∂′iBij)
] [
F ′ (∂jf)− F (∂′jf ′)
]
+
∫
~p ′
{
F ′ (∂ijf) + F (∂
′
ijf
′)− [1 + f + f ′] [(∂if) (∂′jf ′) + (∂jf) (∂′if ′)]} Bij ,
où
Bij = 1
2
∫
d3q
(2π)3
qiqj w(~p, ~p ′; ~q) , (F.5)
et où l'on a noté ∫
~p ′
≡ 2(N2c − 1)
∫
d3p′
(2π)3
.
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En utilisant la relation Bij = Bji, on réérit le dernier terme sous la seonde intégrale :[
1 + f + f ′
] [
(∂if) (∂
′
jf
′) + (∂jf) (∂
′
if
′)
] Bij = Bij [(∂iF ) (∂′jf ′) + (∂jf) (∂′iF ′)] ,
et, en réorganisant les diérents termes, on obtient (les dérivées agissent sur tout les termes
entre aolades)
C ≃ −
∫
~p ′
(∂i − ∂′i)
{Bij [F (∂′jf ′)− F ′ (∂jf)]} .
Le seond terme est l'intégrale d'une divergene totale et est don nul. On obtient alors
(voir [102℄)
C ≃ −∂i si , (F.6)
où
si =
∫
~p ′
Bij [F (∂′jf ′)− F ′ (∂jf)] . (F.7)
Il n'est pas surprenant que le terme de ollision s'exprime omme une divergene dans
la limite des petits angle : dans l'espae des impulsions, la partiule est repérée par le
veteur ~p. Après une ollision typique, elle se retrouve à la position voisine repérée par
le veteur ~p + ~δp. On voit don que les partiules se déplaent le long de trajetoires
ontinues dans l'espae des impulsions. Il s'agit d'un proessus diusif dans et espae et,
par onséquent, le terme de ollision orrespondant doit s'exprimer omme la divergene
du ux de partiule dans l'espae des impulsions. On peut onstruire expliitement e
ux [102℄, le résultat obtenu onide
2
ave l'Eq. (F.7).
Il nous reste à aluler les omposantes du tenseur Bij . Par dénition de la setion
eae (Eq. (F.2)), on a
w(~p ~p ′ → ~p1 ~p1 ′) d
3p1
(2π)3
d3p′1
(2π)3
= vrel dσ ,
ave
vrel =
P · P ′
pp′
=
√
(~v − ~v ′)2 − (~v × ~v ′)2 .
On a don (qi = −qi)
Bij = Bij = 1
2
∫
qiqj vrel dσ .
En suivant la disussion de la Réf. [102℄, il est faile de déduire la struture générale de e
tenseur. Pour des partiules de masse nulle, on obtient, en utilisant l'Eq. (F.4),
Bij = πα2S
N2c
N2c − 1
L
[
(1− ~v · ~v ′)δij + viv′j + vjv′i
]
, (F.8)
où
L =
∫
dθ2
θ2
.
Cette intégrale sur les angles diverge logarithmiquement. La divergene orrespondant aux
petites valeurs de θ a pour origine physique la portée innie de l'interation entre les deux
partons (gluons), dans la limite de ouplage faible (éhange d'un gluon de masse nulle).
2
Cei est fait expliitement dans la Réf. [102℄ pour le as d'un gaz de partiules lassiques. Il est faile
de répéter la disussion en prenant en ompte la statistique quantique.
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En réalité la portée de ette interation est érantée par la présene des autres partons
du milieu, 'est le phénomène d'érantage de Debye : le gluon éhangé, de type életrique,
a une masse eetive (il est habillé par les interations ave le milieu) mD, la masse de
Debye. L'intégrale doit don être limitée à la valeur minimale θmin, orrespondant à la
valeur minimale de la quadri-impulsion éhangée, égale à la masse de Debye :
−tmin = m2D ∼ p2 θ2min , (F.9)
où p désigne l'ordre de grandeur de l'impulsion typique des partons du milieu. La divergene
de l'intégrale L pour les grandes valeurs de θ est non-physique et reète le fait que les
formules préédentes ont été obtenues dans l'approximation des petits angles, qui esse
d'être valable quand θ ∼ 1. On a don, à l'approximation logarithmique (les termes négligés
dans le développement doivent être petit devant le logarithme L),
L = ln
(
1
θ2min
)
. (F.10)
Calul du terme de ollision
En développant des formules (F.6)-(F.7) il vient, après quelques intégrations par parties,
C = (∂ijf)
∫
~p ′
BijF ′ + ∂iF
∫
~p ′
f ′ (∂′jBij)
+F
∫
~p ′
f ′(∂′j∂iBij) + (∂jf)
∫
~p ′
F ′(∂iBij) ,
ave ∂iBij = 2B v′j/p et ∂′j∂iBij = 4B/pp′ (on a noté B = πα2S N
2
c
N2c−1
L). Dans la région
entrale de la ollision (voir le Chap. 4) la symétrie du problème est telle que la distribution
f(~p) est une fontion paire de ~p. Les intégrales du type
∫
d3p f vi sont don nulles et
l'expression i-dessus se simplie onsidérablement. En remarquant que ∂iv
i = ~∇·~v = 2/p,
on obtient nalement
C[f ]|z=0 = BM0∇2f + 2BN−1 ~∇ [~v f(1 + f)] , (F.11)
où l'on a déni les moments
Ms = 2(N
2
c − 1)
∫
d3p
(2π)3
ps f(1 + f) , (F.12)
Ns = 2(N
2
c − 1)
∫
d3p
(2π)3
ps f . (F.13)
L'Eq. (F.11) i-dessus se simplie enore dans le as d'un gaz non-dégénéré, 'est à dire
d'un gaz lassique (f ≪ 1), où on a
C[f ]|z=0 = BN0∇2f + 2BN−1 ~∇(~v f) . (F.14)
Nous utilisons ette dernière forme du terme de ollision dans l'étude présentée au Chap. 4.
Cette approximation est motivée par le fait que le système est rapidement dilué à ause
de l'expansion. Les partons peuvent alors être onsidérés omme des partiules lassiques
(par opposition à l'approximation de hamp lassique du Chap. 3, valable quand f ≫ 1).
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Masse de Debye et masse d'éran transverse
On peut omprendre simplement l'origine physique du phénomène d'érantage de Debye
de la façon suivante : supposons que deux partiules, plongées dans un milieu, tentent
d'interagir l'une ave l'autre en éhangeant un quanta virtuel. Celui-i est émis par la
partiule 1 et se propage en diretion de la partiule 2. Il est lair que plus la distane
à parourir est grande, plus la probabilité pour que elui-i soit absorbé par une partiule
du milieu avant d'arriver à destination augmente : la portée de l'interation, innie dans le
vide, est limitée du fait de la présene du milieu. Cei se traduit par le fait que le quanta
éhangé orrespond à un hamp eetivement massif, habillé par ses interations ave les
partiules du milieu. La masse orrespondant à l'érantage de la partie életrique du hamp
orrespondant (la seule qui joue un rle dans notre as) est appellée masse de Debye. Dans
le as d'un système de gluon, les auteurs de [107℄ obtiennent l'expression
3
:
m2D = −
αSNc
π2
lim
q→0
∫
d3p
~q · ~∇p f(~p, t)
~q · ~v , (F.15)
où ~v = ~p/p et q = ||~q||, ~q étant l'impulsion du gluon éhangé. On voit que, de façon générale,
la masse d'éran dépend de la diretion de ette dernière. Dans le as d'un gluon d'impulsion
transverse ~q ≡ (~qt, qz = 0) et pour une distribution indépendante de la diretion dans la
diretion transverse f(~p, t) ≡ f(pt, pz, t), on obtient, après intégration par parties,
m2D
∣∣
trans
=
αSNc
π2
∫
d3p
p
f(~p, t) +
2αSNc
π
∫ +∞
−∞
dpz |pz| f(pt = 0, pz, t) . (F.16)
Dans le Chap. 4, nous aurons à onsidérer le as où la largeur de la distribution dans la
diretion longitudinale est négligeable : f(~p, t) ∝ δ(pz). On obtient alors l'expression de la
masse d'éran transverse
m2T =
αSNc
π2
∫
d3p
p
f(~p, t) . (F.17)
Nous aurons aussi besoin du as où la distribution f est isotrope. On a alors ~∇pf(p, t) =
~v f ′(p, t), où f ′ ≡ ∂f/∂p, et la masse d'éran (F.15) est indépendante de la diretion du
gluon éhangé, omme il se doit (il est faile de voir que l'expression (F.16), obtenue pour
une distribution générale, se réduit à la formule i-dessous dans le as d'un distribution
isotrope). On obtient, après intégration par partie,
m2D =
2αSNc
π2
∫
d3p
p
f(p, t) . (F.18)
Bien que l'expression (F.17) de la masse d'éran transverse ait été obtenue pour le as
d'une distribution ∝ δ(pz), il nous sera pratique de l'extrapoler au as où la distribution
est isotrope. On a alors m2T = m
2
D/2.
3
La dérivation de ette formule n'est pas présentée dans la référene itée. On peut obtenir une formule
identique, au fateur de ouleur près, dans le as d'un plasma QED, dans la théorie de la réponse linéaire.
Nous pensons que la formule (F.15) est obtenue ave le même type d'approximations pour un système de
gluons
Annexe G
Le alul des moments
Dans ette annexe, nous dérivons les formules utilisées au Chap. 4 pour aluler le
temps de relaxation dans la méthode des moments. Dans le as du terme de ollision de
Landau (voir Annexe F), il est possible de aluler expliitement toutes les intégrales sur
l'espae des impulsions pour tous les moments dont nous avons besoin au Chap. 4.
La solution formelle de l'équation du temps de relaxation s'érit (f. Eq. (4.16))
f(~p, t) = f0(~pt, pz
t
t0
) e−x(t) +
∫ t
t0
dt′
e
x(t′)−x(t)
θ(t′)
feq(~pt, pz
t
t′
, t′) , (G.1)
où
x(t) =
∫ t
t0
dt′
θ(t′)
,
et où f0(~p) est la distribution initiale et feq(~p, t) = λ(t) e
−p/T (t)
.
De façon générale, nous voulons aluler les intégrales du type
M(t) = 〈m〉 =
∫
~p
m(~p) f(~p, t) ,
ave
∫
~p ≡ 2(N2c − 1)
∫
d3p/(2π)3. Considérons par exemple le as M = Ns = 〈ps〉 (f.
Eq. (4.2)), et onentrons nous d'abord sur le seond terme du membre de droite de
l'Eq. (G.1). On doit aluler l'intégrale
Ieqs (t, t
′) =
∫
~p
ps feq(~pt, pz
t
t′
, t′)) .
En faisant le hangement de variable pzt/t
′ → pz et en utilisant un système de oordonnées
sphériques pour ~p, on obtient aisément
Ieq(t, t
′) =
t′
t
N eqs (t
′)hs
(
t′
t
)
,
ave
N eqs (t) =
∫
~p
ps feq(~p, t) = (s+ 2)!
N2c − 1
π2
λ(t)T s+3(t) ,
et où la fontion
hs(a) =
∫ 1
0
dx
[
1− (1− a2)x2]s/2 . (G.2)
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Pour aluler la ontribution du premier terme du membre de droite de l'Eq. (G.1), on
doit spéier la ondition initiale. Dans le Chap. 4, on onsidère deux type de onditions
initiales : le sénario des minijets, où f0(~p) = feq(~p, t), et le sénario de saturation, où
f0(~p) = δ(pz) g(p⊥). Dans la suite, nous dénissons la notation
{A||B} =
{
A si f0(~p) = feq(~p, t0)
B si f0(~p) = δ(pz)g(p⊥)
On obtient nalement
t exNs(t) = t0Ns(t0) {hs(t0/t)||1} +
∫ t
t0
dt′
θ′
t′ ex
′
N eqs (t
′)hs(t
′/t) , (G.3)
où x = x(t), x′ = x(t′), θ′ = θ(t′).
On alule de manière analogue les moments longitudinaux N zs = 〈p2z ps−2〉 (par
exemple, la pression longitudinale PL = 〈p2z/p〉 = N z1 ) :
t3 exN zs (t) = t
3
0Ns(t0) {hzs(t0/t)||0} +
∫ t
t0
dt′
θ′
(t′)3 ex
′
N eqs (t
′)hzs(t
′/t) , (G.4)
ave
hzs(a) =
∫ 1
0
dxx2
[
1− (1− a2)x2]s/2−1 . (G.5)
Enn, les moments transverse N⊥s = 〈p2⊥ ps−2〉 sont aisément obtenus à partir des préé-
dents :
Ns = N
z
s + 2N
⊥
s .
Nous donnons i-dessous les expressions des fontions hs et h
z
s pour s = −2, ..., 2. Les
intégrales (G.2) et (G.5) se alulent aisément. On peut aussi utiliser la relation suivante :
hzs(a) =
2
s
d
da2
hs(a) . (G.6)
En notant A =
√
1− a2,
hs(a) =
∫ 1
0
dx
[
1− (1− a2)x2]s/2 hzs(a) =
∫ 1
0
dxx2
[
1− (1− a2)x2]s/2−1
h2(a) =
2 + a2
3
hz2(a) =
1
3
h1(a) =
1
2
(
a+
arcsinA
A
)
hz1(a) =
1
2A2
(
arcsinA
A
− a
)
h0(a) = 1 h
z
0(a) =
1
A2
(
arctanA
A
− 1
)
h−1(a) =
arcsinA
A
hz−1(a) =
1
A2
(
1
a
− arcsinA
A
)
h−2(a) =
arctanA
A
hz−2(a) =
1
2A2
(
1
a2
− arctanA
A
)
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Dans le Chap. 4, nous avons résumé les Eqs. (G.3) et (G.4) i-dessus sous la forme (f.
Eq. (4.17)
M(t) = M(t0)F (0)M (t0/t) e−x +
∫ t
t0
dt′
e
x′−x
θ′
F (eq)M (t′/t)Meq(t′) ,
où M désigne un moment quelonque. On a
F (0)Ns (a) = a {hs(a)||1} , F
(eq)
Ns
(a) = ahs(a)
F (0)Nzs (a) = a
3 {hzs(a)||1} , F (eq)Nzs (a) = a
3 hzs(a) .
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Annexe H
Calul de θ(t0) dans le sénario des
minijets
La méthode des moments, exposée au Chap. 4, ne permet pas de aluler le temps de
relaxation dans le as où f = feq, omme 'est le as dans le sénario des minijets, à l'instant
inital. Pour aluler θ(t0), il sut ependant de s'éarter de feq de façon innitésimale en
expoitant le fait que dans les tout premiers instants, le système ne ressent pas enore l'eet
des ollisions et est dans un régime quasi-libre. Nous détaillons e alul dans ette annexe.
La distribution initiale est donnée par (λ0 = λjet et T0 = Tjet)
f(~p, t0) = λ0 e
−p/T0 .
Le temps de relaxation étant non-nul à l'instant initial, il est lair que pour les temps t
tels que t− t0 ≪ θ(t0), le système est dans un régime essentiellement libre. L'évolution est
alors donnée par l'Eq. (4.6), et on a
f (~p, t0(1 + ε)) ≃ f(~p, t0)
(
1− ε
Tjet
p2z
p
)
.
On en déduit, pour les moments Ns, N
z
s et N
⊥
s , dénis dans l'annexe G,
Ns(t0 + δt) = Ns(t0)− ε
3T0
Ns+1(t0) ,
et
N zs (t0 + δt) −N⊥s (t0 + δt) = −
ε
15T0
Ns+1(t0) ,
où l'on a utilisé le fait que la distribution est isotrope à t0. Ave es notations, l'Eq. (4.18)
s'érit :
N z1 −N⊥1
θ
= 4BN0
(
N z−1 −N⊥−1
)
+ 2BN−1
(
N z0 −N⊥0
)
,
où
B = πα2S
N2c
N2c − 1
L
et L est donné par les Eqs. (4.21)-(4.22). En se plaçant à l'instant t = t0(1 + ε), et
en utilisant les expressions i-dessus, il vient, au premier ordre non-trivial en ǫ (on érit
θ (t0(1 + ε)) = θ(t0) + εθ˙(t0)),
N2
θ0
= 4B (N0)2 + 2BN−1N1 ,
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où toutes les quantités sont alulées à t0 (θ0 = θ(t0)). En utilisant
Ns(t0) = (s + 2)!
N2c − 1
π2
λ0 T
s+3
0 .
On obtient nalement
1
θ0
=
7(αSNc)
2
6π
ln
(
7π
4αSNcλ0
)
λ0 T0 .
Ave les valeurs des paramètres αS = 0.3, Nc = 3 et λ0 = 1, orrespondant au sénario des
minijets (voir le Chap. 4), on obtient
θ0 ≃ 2
T0
,
'est à dire θ0 ≃ 0.7 fm à RHIC, et θ0 ≃ 0.3 fm à LHC.
Conlusion
Dans la première partie de ette thèse, nous avons étudié la possibilité qu'un ondensat
hiral désorienté soit formé lors du passage rapide de la transition de phase hirale dans
une ollision d'ions lourds. Nous avons proposé une méthode originale d'éhantillonnage
des onditions initiales pour le hamp de pion en équilibre thermique loal dans une petite
bulle formée lors de la ollision. Dans les travaux antéédents, es onditions initiales sont
habituellement hoisies arbitrairement. Nous avons ainsi pu aluler une toute première
estimation de la probabilité de formation d'une onguration lassique du hamp. En fait
nous en obtenons une limite supérieure, qui s'avère relativement faible, typiquement de
l'ordre de 10−3. Ce résultat a des onséquenes importantes aussi bien expérimentales
que théoriques. En partiulier une stratégie de détetion évènement-par-évènement est
préférable.
Nous avons ensuite étudié la struture d'isospin de la onguration du hamp produite
par trempage des utuations initiales, et avons montré que, ontrairement à e qui a été ru
jusqu'à maintenant, elle-i n'est pas une onguration DCC : les diretions d'osillation
des diérents modes dans l'espae d'isospin sont statistiquement indépendantes les unes
des autres. Le modèle le plus simple utilisé jusqu'à présent permet d'expliquer la nature
lassique du DCC, pas sa polarisation olletive hypothétique. Nous avons montré que la
dynamique ne génère pas les orrélations herhées entre les modes, une desription plus
réaliste de l'état initial pour le hamp de pion est néessaire pour tranher la question de
la possibilité de formation d'un DCC dans le sénario du trempage.
Dans la deuxième partie de la thèse, nous avons étudié la question de la thermalisation
des gluons produits dans les tout premiers instants de la ollision. Nous avons onsidéré
les ollisions élastiques de petite déviation et modélisé l'équation de Boltzmann orrespon-
dante par une approximation de temps de relaxation où le temps de relaxation est alulé
de façon auto-ohérente. Nos résultats sont en aord semi-quantitatif ave la solution
exate réemment obtenue pour une ondition initiale donnée. Nous avons omparé dif-
férents sénarios proposés dans la littérature pour dérire l'état initial. Nous arguons que
les ritères utilisés dans les travaux préédents pour aratériser l'éart à l'équilibre loal
n'est pas satisfaisant. En mesurant plutt le degré d'anisotropie de diérentes observables,
nous arrivons à des onlusions qui ontredisent elles préédemment obtenues. En parti-
ulier, nous montrons que les ollisions élastiques ne sont pas susantes pour thermaliser le
système aux énergies de RHIC. A LHC, l'équilibre est atteint dans le sénario de saturation,
les inertitudes de l'approhe, en partiulier elles liées à la fragilité du alul perturbatif,
ne permettent pas de onlure dans le sénario des minijets.
Il est néessaire d'aller plus loin et d'inlure les ontributions des proessus inélastiques
de branhement. Cependant, notre étude indique qu'il faut d'ores et déjà s'attendre à e
que le régime transitoire ne soit pas omplètement négligeable à RHIC. Nous prévoyons
129
d'inlure les quarks dans la desription an d'estimer l'inuene de es eets hors d'équilibre
sur les spetres en énergie transverse des dileptons produits, qui seront étudiés par les
ollaborations PHENIX à RHIC et ALICE à LHC.
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